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Zum Gebraucdhe für. die oberen Klaſſen der Gymnaſien 
und anderen höheren Lehr-Anftalten, fo wie zum 
Selbftunterrichte 


bearbeitet 
und mit vielen Uebungs-Beifpielen verfehen 


vom 


PBrofefior Dr. Martin Ob, 


on der Konigl. Friedrich⸗Wilhelms⸗Univerſität, an der Königl. Allgemeinen Kriegsſchule, 
fo wie auch an der Königl. vereinigten Artillerie» und Ingenieur Schule zu Berlin; der 
Kaiſerl. Ruſſiſchen Akademie der Wiſſenſchaften zu St. Peter6burg, der Konigl. Bayeri⸗ 
fhen Akademie der ABiffenfchaften zu München, und mehrerer anderen gelchrten 
Geſellſchaften correſpond. Mitglied. 


2 
Zweiter Band, 


die Jutegral⸗Nechnung, die Variations-Nechnung, die end⸗ 
liche Summen, und Differenzen⸗Rechnung und deren Anwens 
dungen auf Geometrie und Analyfis enthaltend. 


‘eher Band mit einer Zigurentafl. :.: :: 
\ ———— 
„I. .. . . 


Leipzig 1839, 
‚ei Friedrich Volckmar. 
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Vorrede. 





Der Verfaſſer benutzt dieſe Gelegenheit, um nach⸗ 
traͤglich noch auf die Aufloͤſungs⸗Methode der numeri⸗ 
ſchen hoͤhern Gleichungen aufmerkſam zu machen, welche 
Profeſſor Graͤffe in Zürich in feiner Schrift: „Die 
Aufloͤſung der höhern numerifchen Gleichungen. ZU. 
rich 1837. mitgetheilt hat, und welche ınan in dem 
„Berliner aftronomifchen Jahrbuche für 18417 von 
Encke noch verbeffert vorfindet. Sie gründet fich dar⸗ 
auf, Daß wenn a, ß, y, 6, e, ete. ete. Die geſuchten 
Wurzel⸗ Werthe der gegebenen Gleichung vorſtellen, und 
eine neue Gleichung gebildet wird, deren Koeffieienten der 
Reihe nach durch —A,B— CD, — E F, etc. etc. 
ausgedruckt feyn mögen, und Deren Wurzel⸗Werthe bes 
züglih a", 8”, y", 6”, €, etc. etc. find, dann (wenn 
ale Wurzel⸗Werthe a, A, y, 6, & etc. etc. reell und 
der Größe nach geordnet find, fü Daß « die größefte ift), 


a=yYA, e=V2.y=V£,s=y2 D_ etc. etc. 


defto näher fenn wird, je größer m iſt. — Aehnliches 

findet flatt, wenn einige oder alle Wurzel⸗Werthe ima⸗ 

ginär fepn follten. — Diefe Methode hat den großen 
x 


iv | Vorrede. 


Vorzug a) daß fie die reellen Wurzel⸗Werthe Direkt 
findet, und b) daß fie, nach dem von Ende hinzuge- 
fügten Verfahren, unter den bis jest bekannten Wegen, 
die imaginären Wurzel⸗Werthe zu finden, bei wei- 
tem den beften und ausführbarften geliefert Hat. — 
Solche hier naher zu befchreiben, kann jedoch nicht in 
dem Plane eines fo Eurz gefaßten Werkes liegen, wes⸗ 
halb wir uns Damit begnügen, auf felbige aufmerkfam 
gemacht zu haben, um fo mehr, als die im erften Bande 
mitgetheilte verbefierte Newton' ſche Näherungs-Me- 
thode ihre anderweitigen Vorzuͤge hat, fo lange die 
imaginären Wurzel⸗Werthe nicht verlangt werden. 
Berlin, im Auguft 1839. 


M. Ohm. 
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Da Verfaſſer benutzt Diefe Gelegenheit, um nach- 
träglich noch auf Die Aufiöfungs- Methode der numeri⸗ 
fchen höhern Steichungen aufmerffam zu machen, melche 
Profeſſor Gräffe in Zürich in feinee Schrift: „Die 
Aufiöfung der höheren numeriſchen Gleichungen. Zü« 
rich 1837. mitgetheilt hat, und welche man in Dem 
‚Berliner aftronomifchen Jahrbuche für 18417 von 
Encke noch verbeffert vorfindet. Ste gründet fich Dar- 
auf, Daß wenn a, ß, y, 6, e, ete. ete. Die gefüchten 

Wurzel⸗Werthe der gegebenen Gleichung vorftellen, und 
eine neue Gleichung gebildet wird, Deren Koefficienten Der 
Reihe nach durch —A,B— CD, — E F, etc.etc. 
ausgedruͤckt ſeyn mögen, und deren Wurzel⸗Werthe be 
züglih a’, RB", y', 6”, €, etc. etc. find, Dann (wenn 
alle Wurzel⸗Werthe a, A, y, 6, 5 etc. etc. reell und 
der Größe nad) geordnet find, fo Daß a die größefte ft), 


a=yA, * ‚y=VS8,s=y2 etc. etc. 


defto näher feyn wird, je größer m if. — Achnliches 

findet flatt, wenn einige oder alle Wurzel⸗Werthe ima- 

ginär fepn follten. — Diefe Methode hat den großen 
x 


um... Znhalk. 


et 
gen ber Gumme 8, ,, Der ern x Olleber und er Guam 


„ber aften <— 1 Glieder. Mlfo ik S ‚2364 eons}. 
6. * gu man die Summe von n Gliedern einer Reihe gefunden, 
fo Tepe e man na, und man hat fogleich die Summe ber 

ihen Reihe, menn nur legtere convergent if. 


| — 8 Kapitel. Ueber Summation Aine. 
meiner und numeriſcher unendlichen Reihen, nas 
mentlich ſolcher die nach Sinus und Koſinus der 
vielfachen Bogen fortlaufen. .. 
6. 138. Begriff der Summation einer allgemeinen unendlichen Reihe. 
6. 139. Wie die Summe einer unendlichen, nach Kofinus oder Sir 
nus der wielfachen Bogen fortlaufenden Reihe gefunden wird. . 
6. 140. Einige Beiſpiele von Summation folcher Reihen ‚ nach den 
vorgegebenen Wiethoden. . . 2 2 0. . 
66. 141. 142. Solche Beifpiele, wo die Sumnte der gegebenen Keihe 
durch Differentiation oder Integration anderer funmirten Rei⸗ 
ben gefunden wird... ... en. 


Sünfsehntes Kapitel. Von der Entwidelung be- 
Liebig gegebener Funktionen in Reihen, die nad 
den Sinus und Keſinus der vielfachen Bogen fort» 
laufen. (Sourier’s Reihen) . 
6. 143. Man ann zwifhen x = a und x b unendlich viele Ber 
the interpoliven. . - - 2 Se 020 ne. 
$. 144. Eine Sinus-Reihe von n—1 Glicdern gefunden , wig 
mit n—1 Werthen einer Funktion u,, die von x—0 an b 
x—x hin genommen find, sufanmienfallen. . . . .» - - 
. 145. Derliebergang, wenn no gedacht wird. . . ., . .» 
. 146. Auffindung einer unendlichen Kofinus-Reihe, welche diefelbe 
Eigenschaft bat, d. h. welche mit einer Funktion u,, von 
x*0 an bis x=x hin alle Werthe gemein hat.. 
6. 147. Verallgemeinerung dieſer Formeln, fo daß die: Reihen mit 
u, alle Werthe gemein haben von x = — x anbis u x=x hin. 
8.6. 148, 149. Beweis der Convergenz dieſer Reihen. . . . » - 
&.$. 150. 151. Umformung diefer Reihen, fo daß die neuen Reihen 
mit einer Zunktion u, alle Werthe gemein haben, von x=— a 
an bis zu x—=—ta bin, oder von x=0 anbisgux—= a hin. 
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Zweite Abtheilung. 
Integral⸗Rechnung. 
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Erftes Kapitel. 





Integration entwidelt gegebener Funktienen eines eingigen 
Veränderlichen. 


§. 1. 


Wenn y. eine gegebene Funktion von x ft, und nun eine 
Auktion V, gefucht wird, fo daß Ä 
od, =y, oder dip — y, dx 
R, fo ſagt man: „es werde y nach x integrirt“; und bie 
dunktion 1», nennt man das Integral von y nach x, und 
neichnet fie durch 
Jy,.dx oder [y-dx. 


Iſt alſo 
1) »=/fy dk, Wil 2) di. y; 
d. h. es iſt 
I. Afyd),=y mb II. . Gv,) ˖ dx. 
2. 
Iſt U, — Sy dx, 
"ik 
Y, = y5, ’y, = dy,, Bey, = d?y, und 8" .— a, 


Daher giebt der Maclaurin’fche Lehrfag (I. Bd. 4 156.), wenn 
won C ſtatt ., fchreibt, augenblicklich 


i) Chr ty try he 


/ “ 
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Umgekehrt: wenn man C gan willkührlich fich denkt, aber J 
(nach x) conftant, fo giebt dieſe Gleichung 1.), indem fie nad 
X Ku wird, 


2) ‚= Set t 
u 
3) Ol, = Yu 


in fo fern in 2.) die Reihe zur Rechten ac, I. 88. $. 156)4 
genau die Funktion y, iſt. 
Man findet alſo Een 


SI de=C4yo: x--dyo° Kay =. hr) 


wo C eine gar unbefimmte, willkührliche Conſtante (nad; 2) 
vorſtellt. 






Weil aber yo, oder yo, deyo⸗ etc. etc. die Form 4 
annehmen Eönnen, in Ausnahmgfällen, fo wird man lieber Den 
allgemeinern Maclaurin’fchen Lehrfag (I. Bd. $. 156.) ans 
nn und dann genau durch daffelbe Verfahren erhalten 
 Syda © 
on ta EIN 402. EN rn. 


während auch hier wieder C sam toigeährlic md unbeftinme 
bleibt, aber (nach x) conſtant. 

Diefe Formeln (©) und (D) geben fogleich jedes verlangte 
Sintegral einer: jeden gegebenen Funktion ys, entweder nach Po⸗ 
tenzen von x, oder nach Potenzen von x—a entwickelt, alfo ! 
in der Regel in Form einer unendlichen Reihe, obgleich audı | 
in befonderen Fällen die Glieder diefer Reihe abbrechen Eönnen, 
ſo daß fie ſelbſt eine endliche Reihe wird *). | 
Wir lernen aber daraus, daß jedes Integral [y-dx eine 


.*) Dies ik dann gewiß der Fall, wenn y, eine ganze Funktion son 


x if, weil dann eine ber Ableitungen und alle folgenden für jebes x- der 
Null gleich werden. 


$$- 3. 4. Integration entwickelt gegeb. Funktionen. 5 


unbeſtimmte Conſtante C in ſich aufnimmt; daß es alſo 
eigentlich von jeder Funktion y von x, unendlich viele, um die 
verfchiebenen Werthe der Conſtante C von einander verfchiedene 
Integrale nach x, giebt *). 


| 9 3. | 

Das Integral, welches die unbeſtimmte Konftante C in 

ſich aufgenommen bat, wird dag allgemeine integral ge 

nannt. — Jedes integral Dagegen, welches Eeine folche unbe: 

ſtimmte Conftante enthält, welches aber allemal aus dem allges 

meinen integral dadurch hervorgehen muß, daß der unbeflimm- 

ten Eonftante C ein beftimmter Werth beigelegt wird, wird ein 

befonderes integral genannt. | 

Hat man aber irgend ein befonderes Integral, 

ſo darf man zu felbigem nur noch eine völlig unbe 

ſtimmte Eonftante C addiren, und man bat fogleid 
daß allgemeine Integral. 


Form integriren. Wo man es aber durchfegen kann, da ge- 
fchieht es mittelft der nachfiehenden Zormeln: 

1) SAys-dx — A:./gp,.dx; 

2) Ka tr).d& = (p-datfü.de; 

3) Sa d).dx = pfp-dx— (dp fb-dx)-dx, 
in welcher Gleichung das zur Nechten zweimal vorkommende 
Zeichen [u-dx jedesmal ein und daffelbe befondere, übrigens 
beliebige integral von nach x vorſtellt; — endlich 

4) [94 -dx = f(p-8x,).dz, 


r 
\ 
| 

$. 4. | | 

Man kann nicht jede gegebene Funktion y, in endlicher 

wenn 9, ohne 2 ift und wenn man rechts flaft x eine ganz 





*) In der That bekommt man jedesmal ein und daffelbe, ob man 
die Ableitungen von £,, oder von £,.+C nad x nimmt, weil O(C), = 0 
it (nad) I. Sb. $. 150. B. 9). 
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beliebige Funktlon von z fett, fo daß in p-Dx, durchaus Fein 

mehr vorkommt, und dann das ganze Produkt p-dx, nach z Integri 
Man erhält diefe Formeln 1.) und 2.), wenn man bie Formeln | 


1, 25. $. 160. B. 4. und 1.) gerade umgefebrt. 
Die Formel 3.) ergiebt fih auch aus J. 3b. 6. 150. B. 2). € 


nämlich nach letzterer 
1 O(yz), = 2.0y,.ty 2, 


alſo 

2 2.dy, =0O(y2), —y'dz,, 
oder, wenn man bier p, flatt z, und V, ſtatt By, ſetzt, fo daß « 
Y,=dy, neh /y-dx==y, hervorgeht, 

3) = fp-de)— By, fd. 
Und nimmt man bier links und rechts das Integral nach allem x, fo | 
det fich die obige 3.) unmittelbar *). 


Die Formel 4.) endlich gebt aus L Bd. 6. 150. B. I.) hervor, ind 
man fie umkehrt. IR nämlich 


Je d=y, fo ik Bed 
allein nach der gedachten Formel if 
dy. dy, dx, = p-dx,; 

alſo iR auch M dx,) ·dæ. 
Dieſelbe Funktion y alſo, welche —=/p-dx IR, if in gleicher Seit al 
= /[(g-dx,) ds, 

endet man die Zormel 1.) an, fo ſagt man: bei 
Antegriren (nach x) wird jeder (nad x) conflante $ı 
tor berauggefegt, und bloß der veränderliche (d. 
von x abhängige) Faktor integrirk. 

Wender man die Formel 2.) an, fo fage man: ei 


— — 


*) Es muß zwar, wenn 


iR, nicht nothwendig 


* u, 


JL dx =/x, dx 
feyn, fondern es können diefe beiden Antegrale Se.dx und [x:dx 
eine Eonflante von einander verfchieden feyn, — Weil aber in jedem ı 
gezeigten Integral immer noch eine willkührliche Conſtante mit begri 
ik, fo iR das obige Werfahren richtig und überzeugend. 
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Reihe von Gliebern wird integrirt, wenn man nach 
und nach jedes einzelne Slich integrirt H. 

Die Anwendung der Formel 3.) nennt man das theik 
weife Integriren (Tintgration par parties). 

Und wird die Formel 4.) benugt, fo fagt man: es werde 

durch Subftitution integrirt. 

Anmerkung 1. Wendet man die Formel 4.). auf die 
Formel 3.) an, fo kann leßtere, wie aus ber 24) hervorgeht; 
ach dieſe Form annehmen 


1) Jr dy = 27 —[y.dz, 
in fo fern fie vorher dieſe Form hatte 
2) Stı-dy,).dx = ay—f(y-d2,) dx, 


Sind nämlich y und z Bunktionen von x, fo iſt auch z 
ds eine Funktion von y herzuftellen, alfo dann 2 nach y zu 
integriren; während aber auch y als eine Funktion von z ber 
Reit gedacht, alfo dann auch y nach z integrirt werben kann. 
‚„Anmerkung 2. Für bie bequemere Anwendbarkeit ber 
Formel 4.) ift zu bemerken, daß 

dx = öx,-dz 
6, und daß man aus p-dx in 4.) zur Linken, ſogleich das 
(9-dx,)-da zur Rechten bekommt, wenn man von x als Funk⸗ 
ton von z das Differential dx nimmt, und biefeu Ausdrud 
d. da flatt des Faktors dx ſubſtituirt. 


§. 5. 
Aber eben weil man nur dieſe vier allgemeineren Integral⸗ 
I dermeln bat, fo thut man wohl, bie einfacheren Integrale zu⸗ 
nichſt dadurch fich zu verfchaffen, dag mon bie einfacheren Ab» 
laitungs⸗Reſultate ber $.$. 150. und 151. des 1.35. Bloß um: 
bet. Dadurch erhält mon namentlich ſogleich: 










H Eine Funktion y, Tann daher integuirt werden, ſobald fe in eine 
—* Reihe einzelner und in endlicher Form integrirbarer, Glieder zerlegt 
kann. 
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) S ———— :d. Jg i=lex; 

3) Sk Tog 3 9) | | Jek=ed; 

5) era = ons 6) feosx- dx=sinx;. 

7) — .dx=igx; 8) 7 dx == — colg > 

9) sin * .dx=secx; 10) [0° .ax = —cosec: 
cos x sin x 


4. 6. 


Mittelft diefer Integrale kann man twieber viele andere Af 
liche Integrale finden, z. 2. 


.dx, dx, de, 
fa Jsin px: dx Er ta . 
u. ſ. w.; indem man px--q=z it (e8 mag g=0 ol 





*) Sn den NN. 11.) und 12.) ift die zweite Form des Integr 
von der erfiern allemal um die Conſtante 3x verfchieden. Iſt näml 


mn aloe sinz=x, Pit auch cos Glx- 2) æ x, b. 
| a—ı= Iz 
folglich ‚ | 
g Lee pre -tle 
And if gu fo if gu=x, alſo auch cotg(ix—u)= 


—— ir—u 


d. h. 


F. ©. Integration entwickelt. gegeb. Funktionen. 9 


sicht — O fepn), daraus s=lı-41, und «=l.d 


indet, und nun durch Subftitution, d. h. nach der Formel $. A. 
R. A.) integriert. — Auf diefem Wege erhält man noch 


13) Stark et 
1 
14) Ss lest; 


1 
15) ſapvta. dx = 777 —J 





19) Santo. - ort; 
17) Soosps--gd-ds = -sinpx-Ha) N). 


Zumeilen muß man die zu integrirende Funktion vorher erft 
ein wenig umformen, damit ihr Integral nach der vorſtehenden 
Weiſe ebenfalls auf eines der einfachern und befannten Inte 
srale (des $. 5.) zurücgebracht werden könne. — Hat man 

1 1 MU 
BD. Tree oder ron ® zu integriren, fo kann 


man verfüchen fie auf die (aus $. 5. N. N. 11. und 12.) be 





“) Iſt überhaupt irgend einmal ST, -dx= 1, gefunden, fo if alles 
| met fosteich Sy ET bpugge mie auf demſelben Wege der 
Eubkitution in die Augen fallt. — Aber dann iſt auch noch 
1 
She EI Ypnrg? 
wie ich findet, wenn man px?+qg=z fest, fo daß fh 2px-dx— dz 
. giebt. — 


Aber eben fo ik dann auch noch 


_ 1 
STH = np tg 


und war ergiebt fich diefes Refultat fogleih, wenn man px"--g=z 
fest, fo daß npx""!.dx—dz mird, und dann die Formel S. 4. N. 4.) 


| J 
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® 1 

kannten Integrale von 6 und ea «dx iz 

rückzuführen. — Da muß man Denn don bFex?, den Better | 

b berangfegen, aljo, indem man T = Ps d. h. p= VE % 


nimmt, b(1 Fpxꝰ) flat —* ſchreiben, dann px—=z — 
ſetzen, jo daß p-dx—=dz wird; und man erhält dann 

1 ko 1, 1 .dx 11 1 ‚de 
Teer 17 Are oe N Are 


um 





u we 


Va ftautt PER 
bt? —bB/1itp Tb pJır2 


Auf diefe Weile erhält ._ HNM.N. 1. und 12.) 





1 1171 _xye_ |. 
18) Fi —— (dx =, sin ar = Ye ig Yb—cx — 
| 1 17 
auch Km v en; 
) Iſt nämlich v der Sinus eines Bogens, fo if bie 2 
sin xYe f 
gente beffelben Bogens = Teer) .h = per . 


““) Man muß nur nicht Überfehen, daß wenn von einer und derſel⸗ 
ben Zunttion zwei oder mehr Integrale angegeben find, folche nicht noth⸗ M 
wendig einander gleich feyn müffen, fondern um eine Eoupante von eins : 


ander verfchieden feyn können. So findet man 1. 2. für Jz- dx fü 


wohl Zogx, als au log (ax), log(—bx), alfo auch log (ix) . 
log (—?x) u. f. f. — Alle diefe Integrale find einander nicht gleich, aber 
fie find alle von einander nur um eine Eonfante verfchieden; 1.3: es if * 


log a8 — log (—bx) = log (—L- = lg (+). — De es iſt 


log (ax) = logx--log a; log bx)=logx-Flog(—b); eben fo if 
log(-x)=logx-+tlog(—1); u. f. w. Und alle diefe Sintegrale ſind 4 
im allgemeinen Integral dog x-F-C enthalten. 


Hier oben Ci. 18.) ergiebt ſich die zweite Form des Jutegrale, wenn 


F. 6. Integration entwidele gegeb. Funktionein. 11 
ns | 
1 1 ve 
16) SFe ‚dx Bo zei — sin » Nora 
T __4At 1: ,„e 
—p̃e cos ee auch u 5 Fr az 
Eben fo Fönnte man verfüchen, bie Integrale von 
1 


| 1 
Yllı ar ® und von aan" auf bie 
Integrale von 7* und von „dx zurück⸗ 
zuführen. Dan würde gu dem Ende xF 2 =z fen, b. $. 
ı=ıt,, fo dag atbx ex? == at fc? fid 


finde. Und ba zu gleicher Zeit dx = dz mirb, fo fieht man 
biefe letztern beiden Integrale auf die vorhergehenden beiden 


man zu der erſtern Form ve’ nV die Eonflante Zei ads 
Det. — Best man nämlich Zur PR snvary-, 


und das neue integral if daher 

—1. Zee = ober =, wi) se =— ce N. 
Beil er vund Zz—v einander zu je ergänzen, fo F der Sinus 
des einen Bogens sgleich der Koſinus des andern; d. h. es if 


smv=cos(jx—v), alſo cos (x V)=x v2, 


Lh. x— ls. 


cos 


Eben fo geht in '” die zweite Form xv aus 


1 
J colg 
der erſtern Form Ve * —* hervor, wenn man zur letzteren noch 


die Couſtante 5775 “je addirt; weil, wenn zwei Bogen einander zu * 


egäugen, Bann die Tangente des einen allemal zugleich auch die Kotan⸗ 
gente des andern ik. (Bol. die Note zu $. 5. N. 12.) 


43 Hoͤbere Analyſis. IL Abth. Kap. J. §. 
and 19.) zurückgebracht, fo dag man in letztern 





4 5 ET tb, und x fattx ſa 
ben u um biefe nun su haben. Dies giebt alfo 
at. 1 Zach 
— = ye'sn Viachbr 
| _1.1___x—b 
. Veig Yyc:Yatbx—c 


—_ 1 ft 2b. 
Ve 608 Y4ac--b? ’ 
1 2 I 2cx—+b 
fi fo ® — Ya be tg Vaac—b? 
auch =— 2 I 2cxt 
Y4Aac—b? cotg — 
Obgleich aber dieſe Formeln 18.— 20.) gelten, es ma, 
reell oder imaginär, pofitiv oder negativ feyn, fo find fie d 
für die Ziffern: Rechnungen nur bequem, fo lange c pofitiv 
Denkt man fich c negativ, oder feßt man —c flatt c, da 
auch nachher wieder c pofitiv gedacht werden Eönne, fon 
man die Formeln des I. Bd. $. 151. L.—IV.) anwenden, 
die Bogen in Logarithmen zu verwandeln, fo dag in den € 
Nefultaten die V—1 d. 5. i, die nun in 18.—20.), fob 
— e ſtatt c gefeßt wird, fich rechts ‚hervorhebt, wieder ı 
fchwinde und abermals reelle Formen entfichen. Daffelde n 
man in der 21.) thun, ſobald Aac—b? negativ wird. $ 
m Mege ei man dann anmitelbar 


V dx = og (Vb-H-cx?—xye), 
ah = —- 1 log (Yb r« ex?-+-xyc)*), 


auch 





21) 


*) Die zweite Form ergiebt fich, wenn man zur erkern die Conſte 


Se “log b addirt. 


6.6. Integration entwickelt gegeb: Funktionen. 13 
I, * 1 1 xV— 
Be a rk 
1 —— 
Sa te en 
auch (nach N. 19). | 
1 I,yze— 4.2 He, 
= Vi—be) sin Yb—cx?! 


— Ye) be)” I 


24) — ‚dr 
. —- log (2cx-+b-F2ye- VER xex?); 
tt (Vafixter) N, 





=. 


auch = Mr log (FI 
1 2cx-+b 


auch (nach) N. 20.) = ir c) sin Ybr— ac 
1 1 2ex -b 


——— 2y(—c)- Vatbx-bex® 
95) Fr u 1 , „2ce&+b—Vb?— 4ac 
at an erer b?— 4ac ——— VB ine 
227 — 
2 — — — — 
auch (mac) N. 21.) V(aac—b?) 28 YAac— 
Sir b=c=1. gehen die Formeln 22.) ns 23) noch 
in diefe beiden aa Sälle über: 
— = log x+YI+x?) Bl N. 11); 


” SR Yi+x 2 
= log 3 Ggl. N. 12). 


97) IS 


*) Die zweite Form ergiebt fich, wenn man von ber erſern die 


log(2ye) ſubtrahirt. 
1 1 
1—x I) 














ß Lenſtante u 
ei et 
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Died iſt ohngefähr Alles, was man zunächſt für das Integri⸗ 
ren in den einfacheren Fällen thun kann. | 


$. 7. 
guttegration der ganzen Zunttionen, “ 
Gewohnlich betrachtet man nach ber Neibe dle Integra⸗ 
tion a) ber. algebraiſchen rationalen ganzen, b) der algebrais- 
(chen rationalen gebrochenen Funktionen, c) der algebraifchen. 
irrationalen und zuletzt d) der tranfcendenten (ber Exponen⸗ 
tial⸗, der Iogarithmifchen und der trigonometrifchen) Funktio⸗ 
nen. — Gehen auch wir nun Diefen Weg. 
Die algebraifchen rationalen ganzen Funktionen von x fu 
alle von der Form | 
Ax"-+-Bx-- Gr... 
und ihr giebt oe Kr 


7 a ae 45 + 3 
und dieſes Reſultat gilt ſogar dann A wenn a, ß, y etc. 
etc. gebrochene oder negative Zahlen ſeyn follten. 


§. 8. 
integration der algebraiſchen rationalen gebrochenen Funktionen. 
J. Sjebe unächt gebrochene Funktion, d. h. jede Funk 
tion von der Form 
A--Bx-+Cx? +... 4 Px” 
Ä A'-Bix -+-Cx? +... + Rx” 
in welcher der Erponent_ m der höchſten Potenz von x im Zäh⸗ 
ler, gleich oder größer if, ald ber Erponent n der höchften Pos 
teng von x im Nenner, — läßt fich allemal in eine Summe aug 
einer ganzen Funktion von x (die auch zumeilen, nämlich wenn 


ü N ‚pi 1 
nr Serie ictife 
‚= —4log (1—x)+ilog(l-+x). 








2 


nn] 


EV on rn 


6 5. Integration eutwickelt gegeb. Sunftionen. 7 - 


Reihe von Gliebern wird integrirt, wenn man nad 
und nad) jebes einzelne Slieb integrirt ”). 

Die Anwendung ber Formel 3.) nennt man bag theil⸗ 
weiſe Integriren (lintgration par parties). 

Und wird die Formel 4.) benutzt, fo fagt man: es werde 
durch Subftitution integrirt. 

Anmerkung 1. Wendet man bie Formel 4.) auf bie 
Sormel 3.) an, fo kann Ießtere, wie aus der 2.) hervorgeht, 
auch biefe Form annehmen 


1) Jıdy=ıy—f[y-da, 
in fo fern fie vorher dieſe Form hatte 
>) Sta dy,).d« = zy—f(y-dz,) dx. 


Sind. nämlich y und z Funktionen von x, fo IR auch z 
als eine Funktion von y herzuftellen, alfo dann z nach y zu 
integriren; während aber auch y als eine Funktion von 2 her: 
geſtellt gedacht, alfo dann auch y nach z integrirt werden Fann. 

Anmerkung 2. Für die bequemere Anwendbarkeit ber 
Tormel 4.) ift zu bemerken, daß 

dx = Ox,-dz 
ii, und da man aus p-dx in A.) zur Linken, ſogleich dag 
(p-dx,)-dz zur Nechten bekommt, wenn man von x ald Funk 
tion von z das Differential dx nimmt, und dieſen Ausdruck 
Ox,.dz flatt des Faktors dx fubftituirt. 


$. 9. 
Aber eben weil man nur diefe vier algemeineren Antegrals 


Formeln bat, fo thut man wohl, bie einfacheren Integrale zu: 


nächft dadurch fich zu verfchaffen, daß man bie einfacheren Abs 
leitungs » Refultate der $.$. 150. und 151. des 1.25. Bloß um 


kehrt. Dadurch erhält man namentlich ſogleich: 


*) Eine Zunktion y, kaun daher integuirt werden, ſobald fie in eine 
ſolche Reihe einzelner und in enblicher Form integrirbarer, Glieder zerlegt 
werden kann. 
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. ’ „ati —— 1 * 
1) dx =: — MD) . z'd=lgx; | 
_. e. a: 
3) far. dx = Tog a’ 4) Se dx=e; 
5) ex .d«=—cosx; 6) fcosxdk=snx;. 
1. 
N * ——— 8) Fr —— 
9) RE ‚dx —=secx;, 10) —-dx = — COSsecx; 
1 1 1 
11) I — auch mn 
1 #5) 014 
1%) I== = ,r auch — ug): 





6. 6. 


i Mittelft biefer Integrale kann man wieder viele andere äh 
liche Sintegrale finden, z. B. 


px 
[a dx, fein vet, [og 3 | 
u. fe w.; indem man px--qg=z feßt (8 mag q—= 0 oder 





*) In den NN. 11.) und 12.) if die zweite Form des Integrals 
von der erfiern allemal um die Eonflante zx verfchieden. Iſt nämlich 
Ix=:, alſo sinz—x, ſo iſt auch cos )=x, dh 

u — 1 
folglich ——— J 
olg 
‚„IL,--: 42=-i + x 
0 m = sin 


And if ga fo if gu=x, alfo auch cotg(iax—u)=x 


1 
d.h. Fri: Jh, 


und tum tn 
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m ‘ ben 2 . 
Beifpiel 1. So findet ſich iz m are — und 


men bet daher M=1—2%:%, N - 1-2 x2, R=1H+rx+2°; 
-1=1 alb Y=-1,W=3 felalch A=—4. Hernach 
A, —A-R =4-+ix— 5x? alfo 0’, „tk-h'_ =—$—ig 


flglih bat man gefunden 
1— 2x? 
I-r’ 


| 446x 
=} — Forte 

Beifpiel 2. Son diefe letztere ächt gebrochene Funktion * 
aufs Neue in Partial⸗Grüche zerlegt werden, ſo mug man zuvor ben 
Nenner 1 x22 in feine beiden einfachen Faktoren zerlegen, welche 
eäslih x—a und zx—B find, wenn a und B bie beiden Werthe von x 
hellen, welche ihn gu Null machen. Man findet aber aus x°-+-x1 = 0, 
Wii = — It i-V3, mo i die Y—T vorkelt. Alſo find bie one 
Seteren von xx -p1 diefe: x+Cä-+3iV3) und + - 3). 

Gegt man nun 

A-H-öx 4 M, 
. rate —— HB) " ta —Hy) ’ 

fo bat man jest M,=4-Föx, R =x-+(4—4i-V3), 


-1=-4-49; daher (m - i yg, R=—iy3 und 
— EV 3 _ ty — iPurys. und dann fi 





— ——— 3J— 
BE = ade 1777 ee 


_A+5x 3+5Y3 —— 
Pi Ifs+ 7 x+(4+3iV3) T x+(—ziV3) gefunden if. 

Beifpiel der Integration. Hat man aber un in oem vorſte⸗ 
henden Beiſpielen 1.) und 2.) die gebrochene Zunktion a in ihre 
‚Aufachen Faktoren zerlegt und 





*) Dep man WW, nach x eonfant und von A nur dadurch verſchie⸗ 
den finden mußte, daß bier —i fieht, wo in A der Werth i oder Fi zu 
Anden ik, konnte man & priori wiſſen, und man brauchte dann dasmal 
De Berechnung von MM’, gar nicht auszuführen. 

I. 2 
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| 1 1 
kannten Integrale von ve dx und Irır'% zu⸗ 
rückzuführen. — Da muß man denn don bex*, den Faktor 
b berandfegen, alfo, indem man -—- = =p ‚6 p=Yr 
nimmt, b(i-p*x*) ſtatt —* ſchreiben, dann px —=z 
ſetzen, ſo daß p- — —= dz wird; und man erhält . 


of ER SEE de 3 
— vb, Yi-p’x® Terka 


und 


u Ja= de = Ike za; If 


Auf diefe Weife erhält man. (aus $. 5. n. N. 11. und 12.) 











1: 
Met rat yo 
17 
auch = 


EX— 


1171 ,c 11  xye , 


*) Iſt nämlich x der Sinus eines Bogens, fo iR bie Tan f 





sin xve 
gente deſſelben Bogens = Vans > d. h. = a" 


⸗4) Man muß nur nicht überfehen, daß wenn von einer und derſel⸗ 
ben Zunttion zwei oder mehr Sintegrale angegeben find, folche nicht note 
wendig einander gleich feyn müflen ‚ fondern um eine Eonpante von eins 


ander verfchieben feyn Tönnen. So findet man 4. B. für JE -dx fo 


wohl Zogx, als auch log (ax), log(—bx), alfo auch log (3x), 
log (— x) u. f. f. — Alle diefe Integrale find einander nicht gleich, aber 
fie find alle von einander nur um eine Eonfante verfchieden; 4. B. es if 


log ax - log (— bx) = log (-) = us (- 4). — De es if 
log (ax) = logx-Flog a; log(—bx) = logx-+log(—b); eben fo if 
log(—x)=logxtlog(—1); u. f. w. Und alle diefe Integrale ſind 
im allgemeinen integral Jogx-}-C enthalten. 

Hier oben (in 18.) *— ſich die zweite Form des Integralt, wenn 
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_M ‚, _M—A-R,, 
n Am ” — 
_M) u „—B-R, 
4) B= (R) und ) M * 
Denn man hat 
we — _ 
U N, "pxtg pxtg-R,’ 
(nd L) —— . A +) 
nn pxtgqg \pxtqg' R,/' 


A und M’, (nad) I.) aus ben hiefigen Gleichungen 2.) und 3.) ges 
Mm 
werden müflen. Dann aber zerlegt fich Menu auf's 


ene in die beiden Bruche F te wo B und M”. (nad) I) 
Bi ben beiden Gleichungen 4.) und 5.) ſich ergeben. 
IM. Und bat der Nenner N, den Faktor px-4-q dreimal, 
daß N, =eto" -R, wi fo kann man 
1) N hp 

N, = Ger tg’ R 
‚ während A, B, C und Miu nach und nach durch fols 
Rechnung gefunden werden, nämlich 


_M), aM. — M,—A:R, 
2) A (R)? ) px-tq 9 
\ (M)) M,—B-R, 
B= 5) Mi, = ; 
G) ) px-+q 
\ _ (M") u _ Ml,—C-R, 
 C= (A) und 7) Mu, — 


Dabei müſſen die Diviſionen zur Rechten immer aufgehen, weil 
W, Mi, Mu, allemal ganze Funktionen von x find. 


IV. Man überficht nun bie Zerlegung von m für den 


dal, dag N, den Faktor (px--q)" enthalten follte, während n 
itgend eine ganze pofitive Zahl ift. 
Anmerkung 1. Das Integriren Der gebrochenen Funk⸗ 
finen hängt alſo vom Zerlegen derſelben in ihre einfaches Vox⸗ 
| 3* 


N 
2» 


18.) und 19.) zurücdgebracht, fo daß man in letztern nur 
tr 





b? ‘ . - 
+ h. fatt b, und xt flatt ſchter 
ben darf, um Sie n neuen zu haben. Dies giebt alfo 
1 tt ab 
[E ve sin Yäac+-b? 
2er —b  _ 


\ 


1.7 
Ye ig 
auch = 11 _2e—b , 
Ve cos Yäac+-b?’ 
| 29 > 1 d; — — 12ex 
Ma-bx-ex⸗ Viac—b? 28 YAac—b?’ 
— 2 I 2cxtb 
auch —  Viac—b: cotg Tresen 

Obgleich aber dieſe Formeln 18.—20.) gelten, e8 mag.c 
reell oder imaginär, pofitio oder negativ feyn, fo find fie Doch 
für die Ziffern Rechnungen nur bequem, fo lange c pofitiv ift. 
Denkt man fic) c negativ, oder feßt man —c flaft c, damit 
auch nachher wieder c pofitiv gedacht werden Fönne, fo muß 
man die Formeln des I. Bd. $. 151. L—IV.) anwenden, um 
die Bogen in Logarithmen zu vertvandeln, fo daß in den End» 
Nefultaten die V—1 d. h. i, die nun in 18.—20.), fobald | 
— c fiatt c gefegt wird, fich rechts „bervorhebt, wieder ver; | 
ſchwinde und abermals reelle Formen entfichen. Daffelbe muß ' 
man in der 21.) hun, fobald Aac—b? negativ wird. Auf: 
diefem Wege erhält man dann unmittelbar 


1 —1 2 
Nas * — ve 708‘ Yb-+-cx?—xye), 


ah = vu log (Yb-+-ex?--xyc)*), 
*) Die zweite Form ergiebt fich, wenn man zur erfiern die Conſtante 


g- 
. ya Pgb addirt. 
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—e_ 1 xy—e), 
er 
1 1 m, tt Verb 
Ss De Ray yeıb’ 
auch (nach N. Fig | 
1, =e 41  xY—e _Xi—e , 
=7C N) I | y be) sin Zuge 
24) ee 7* 
= log (cx-+-b-FYye- NR Fer); 
auch = ”, 
Ä auch (nad N. 20.) = = ) 5* 7 
1 1 ar 


m mt mm 5 


95) 1 ‚dx — 1 og tb b?— Iac 
a+bx+ex? b’—4ac ° 2cx4+-b-HVb?—Aac’ 
2 1 _2x+b 
auch (nah N. 21. 
ch Gach — Vaac— br) tg YAac—b: 
Sir b=c=—=1. gehen die Formeln 22.) und 23,) noch 
in diefe beiden befonderen Fälle über: | 


) (RE - ‚dx = log «+ VI") (BI N. 11); 
27) — Hog1T& — VE BILN. " 





*) Die 9 Die weite Form ergiebt fih, menn man von ber erfern bie 
Conſtante 3 log (2yc) ſubtrahirt. 


er) Es if eilt) 
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Dies iſt opngefähr Alles, was man zunächſt für das Integri 
ren in den einfacheren Fällen thun kaun. 


7. 
Integration der ganzen Funttionen, 

Gewöhnlich betrachtet man nach ber Reihe bie Integra 
tion a) ber algebraifchen rationalen ganzen, b) der algebres 
fchen rationalen gebrochenen Funktionen, c) der algebraifchen 
irrationalen und zuletzt d) der tranfcendenten (der Erpone: 
tial⸗, der logarithmifchen und der trigonometrifchen) Funktio⸗ 
uen. — Gehen auch wir nun dieſen Weg. 

Die algebraifchen rationalen ganzen Sunktionen von x pub 
alle von der Form 


Ax BRD. 
und ihr Sr giebt er Ka 


ne 35 7* 45 el wa 
und dieſes Nefultat gilt fogar dann Me wenn a, ß, y elc. 
etc. gebrochene oder negative Zahlen feyn follten. 


§. 8. 
integration der algebraiſchen rationalen gebrochenen Funktionen. 
J. Jebe unächt gebrochene Funktion, d. h. jede Funk⸗ 
tion von der Form 
A-+-Bx-+- Cx? +... Px” 
A'-B/x-+-Cx?-- ·· 4 Rx" 
in welcher der Erponent_m der höchften Potenz von x im Zäh⸗ 
ler, gleich oder größer if, als der Erponent n der höchften Po⸗ 
tenz von x im Nenner, — läßt fich allemal in eine Summe aus 
einer ganzen Funktion von x (die auch zuweilen, nämlich wenn 











| 1 ‚fi 1 
ir Serreifaitifg! 
‚= —Jlog 1—x)+4log(l-+x). 
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m=n if, in eine bloße Conſtante nach x übergehen kann) 
und einer Acht gebrochenen Funktion (in welcher ber Expo: 
nent der höchften Potenz von x im Zähler Eleiner ift, als der 
im Nenner) umformen. — Man ordnet zu den Enbe Zähler 
und Nenner nach fallenden Potenzen von x, bividirt dann auf 
die, in ben: Elementen gewöhnliche Weile mit dem Nenuer in 
ben Zähler, fo lange bis der erfte Reit kommt, ber von einem 
niebrigeen Grabe ald ber Divifor iſt. 


& 1 2. findet ſich TE - 142 





1— ix’ 
1 Ser __h- 14— 50x 
I ae a I ger 


u. ſ. w. f. 

Eine unächt gebrochene Funktion wird alſo integrirt, wenn 
man fie auf die vorfichende MBeife in eine ganze und eine ächt 
gebrochene verwandelt, und dann (nad) I. 35. $. 150. B. 1.) 
jede der beiden letztern für fich integrirt. 

II. Jede ächt gebrochene Funktion läßt fich allemal in eine 
Summe von ächt gebrochenen Sunktionen zerlegen, welche ent 
weder bie Form 


A A 
—— oder die dorm —— 

haben, und welche einfache Partial⸗Brüche genannt wer⸗ 

den. — Die Integrale dieſer beiden letztern Funktionen ſind 

aber nach ben Nummern 14.) und 13.) des 8. 6.) bereits ge 

funden; nämlich 


1) FF = 3 log Qx-)3 





_ _ Asa _ | —A 
ar Fe pl—n)  pa—t)px+g"" 


Folglich kann man fede ächt gebrochene und deshalb (nach 
L) auch jede unächt gebrochene Funktion integriven, fo oft es 
gelingt, Die erflere in die gedachten einfachen Partials Brüche 
in zerlegen. 
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Belegung der act gebrochenen ——— in ihre einfachen Partial⸗ Brüße. 


‚ber Si 


KEN. N, den Saktor px nur —* iſt alſo N.* et: 
und ſett man“ 





» N ptatR’ 
fo iſt allemal | - 
’ | M,—A:R, 
2 AM um N, — 
92) (R): und ann. 3) x ta , 


menn (M) und (R) Die Werthe bedeuten, weiche M, und 
annehmen, fobald in ihnen flatt x der Werth von x gel 
wird, welcher den Faktor px4-q der Null gleich macht, n 
cher alſo ud pxtgq=0 gefunden wird, und welc 
-— I iſt. 

n ſt 


Addirt man nämlich in 1.) die beiden Brüche zur Rechten, fo er] 
man ans der DVergleichung augenblitic 
M, =A-R, +(px-F+g)-M/. 

Giebt man in diefer Gleichung, um MM’, fortzufchafen, dem x einen 
chen Werth, daß px+gy=0 mird, fo erhält man bie Gleichung 
Befimmung von A. Iſt aber A gefunden, fo giebt diefelbe Gleichu 
indem man x in ihe unbeſtimmt Täßt, fogleich MM’. dazu. 

Enthielte aber RR, den Faktor px-+-q nod) einmal, fo würde (R) = 


und bie jegige Form von. A, nämlich 4 würde anzeigen, daß jetzt« 


ſolche Zerlegung nicht ſtatt findet. 
Uebrigens gilt dieſe Zerlegung 1.) auch dann noch, we 


M, eine unächt gebrochene. Funktion. ift, wie der (0 eben 








N, 

fi 3 Beweis deutlich fehen läßt. Die ganze Funktion, "wel 

in a fledkt, ſteckt natürlich dann in dem mweiten Summ: 
en. 

den RR’ 
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bereits gefunden hat. Alles kommt daher nun darauf an, den 


Ax--B E 
Erd — — * Fer dergeſtalt in zwei Brüche A — und 


B—E 
— Ta zu zerlegen ı daB das Integral des erſtern leicht 


gefunden werden kann. Weil aber &x?--px--q), = 2x--p 
iR, fo Hat man (nach $. 4. N. A. und $. 5. N. 2) 


SF = lotto). 


alfo auch, wenn man biefe Gleichung mit irgend einer Eonſtante 
H multiplicirt, 


x-Hp, . 
Nr — pt). 
Setzt man daher 2H=A, alfo H= 4A, fo erhält man 
| AxtipA ou Heres 
1) Ser it =Hrlogiat — 
Auf diefe Betrachtung fugend, zerlegt man alfo ben zu in 
Ax-+B Lk 
tegrirenben Bruch — in Ri 
ᷣp — 
xPpx-q 


und hat dann 
9) » Ax+B_ 
=+pxtg , 
= 4A. bg’ px + r(B—zpA)- ep hg 985 


> Ax-B_ 
m Ai 
2 2B—pA 7 2%x+p 
= 44-log(x — uch 


Wenn man bier 2 flatt p, und — ſtatt q feßt, auch bie 





N 
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1— 2x? 1. 1 44i i-y3 —Ji- i-y3 
I. 5'771 -— —— - 1j.Y3) 


gefunden. fo findet ih num fogleich (nach der Sormel 1. des Tertes und 
nach J. 2b. $. 150. B. 1.) 
Id = Hoga1)- + HVN-Toglc+ 4 EV8) 
(di 3i-V3)- log («-+3— ziV3). 
Diefes Refultat darf num nur noch fo umgeformt werden, dag fich bie 
imaginäre Wurzel i heraushebt. Zu dem Ende fihreibe man bie beiden 
legten, fubtrahirten Glieder anders, nämlich fo, dag die mit ‘z multipli 
eirten &lieber zuſammengefaßt werden, und dann die mit i multiplicirten. 
Diefer fubtrabirte Theil wird dann 
=Hoglit te tg EHE 
Diefer zweite Logarithme muß nun (nach I. Bd. $. 151.) in einen Be. 
gen umgeformt werden. . Die IIL) des 1. Bd. $. 151.) giebt aber für dis 
ſes 2te Glited der vorkehenden Summe, wenn im Logarithmanden Zähler 
und Nenner durch x--3 divibirt werden, und wenn man bemerkt, daß 


i=—- ik, 


41 ı+1. 
coig "ys 


—1V3-— ig Tr 7 ‚oder (nach LBdo.5.81.) —IV3:-— 


Man hat alſo zuletzt in ganz reellen Formen u 
1— 2x? I 2x1, 
1-2 dx = og (x<—1)— log i+x+x?) +IV3- —— — 7 — 

wo man, wenn noch die Conſtante —iy3-Ix abdirt wird, Matt 


393: — auch - 498 = fhreiben Tann. — Und in de 


* 
That, wenn man den Ausdruck zur Rechten nach allem x differen⸗ 
zürt, fo kommt bie Sunktion unter dem integral» Seichen zur Linken wie 
der heraus. 


I. Hat der Nenner N, der ächt gebrochenen Funktion | 
Ne den Zaktor px-f-q doppelt; iſt alfo- N=(px+-g)°-R, 
fo daß R, denfelben Faktor px-+-q nicht mehr hat, ſo kann 
man ſetzen 
M Mu, 


1 . 
) State BR, ’ 
und Babei ii "gefunden 
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| M.-AR 
aM, a N i =; 
| 2 (R)’ _ 9» M „Pte 
(Mn „—B-R, 
B=-— ae 
4) (R) und 5) M — 
Denn man bat 
| wu u M, 
| N "pxtqg (axtg-R,’ 
J 1 A M, 
u Te 


we A und NM’. (nach I.) aus den hiefigen Gleichungen 7 und 3.) ge⸗ 
ſonden werben müſſen. Dann aber zerlest ſich (x Er * R aufs 


u 
Rene in bie beiden Bruche - ıTrR® wo B und M „ (ua L) 


au den beiden Gleichungen 4.) und 5.) P ergeben. Ä 
II. Und hat der Nenner N, den Faktor px-I-q dreimal, 
ſo dag N, =mro :R, ir fo kann man 
N —— 
N, CET), any pt’ R 
fegen, während A, B, C und Mi nach und nach durch fols 
gende Rechnung gefunden werden, nämlich 





> a Bm ah, 
u | \ N u—B:R, 
| 9 Bm; » MI, = ; 
| _ Mm | M4—C-R 
.9.0Cc- MD m nMu= - 

I. (R) n ) px-+q 


Dabei müflen die Divifionen zur Nechten immer aufgeben, weil 
W,, MW, MW, allemal ganze Sunftionen von x nn 


IV. Man überfieht nun die Zerlegung von m für den 


Fall, dag N, den Faktor (px—9) enthalten follte, — 
irgend eine ganze poſitive Zahl iſt. 
Anmerkung 1. Das Integriren der gebrochenen Funk⸗ 
tionen hängt alſo vom Zerlegen derſelben in ihre einfachen Par⸗ 
| g* 


>» 


letzterwähnte Gefchäft wiederum von der Auflöfung der höheren 
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tial-: Brüche, und legtered wieder. von dem Zerlegen einer ganzen I, 
Funktion von x in ihre einfachen Faktoren ab; während dieſes 


Gleichungen abhängig if. — Nachdehende Beiſpiele mögen noch 
zur weiteren Uebung dienen. 


Beiſpiel 1. Soll * dr gefunden werben, fo zerlegt man 
zunãchſt er in —3+3. I dann letztere ächt gebrochene Funl⸗ 


tion > wieder in u +}. ii Man bat daher 
. _3x? „A, 1, 
irrt 
folglich findet ſich, wenn man jetzt integrirt, 
SEE = 3x4 3logli-+x)— Slogli—x) 








7 
* — 3cH+ log TE. 
Beifpiel 2. um Sfgzs-dx um finden, verlegt man 


2 02 1 _,a 1 1 [1 
N ee ae tie 
und es wisd daher bas gefuchte Integral 
1 
=— ai art ut log(a-F-bx)°). 


5x?’ --8x— 20 ; 
Beifpiel 8. Soll —— — 75, % gefunden werden; 


) Solche Funktionen, wie @ Pop integriren fich Teichter ned, 











wenn man a--bx==z fegt, fo dag = 1-0) wird, alle, 

= +. Dann bat man | 
_fi * 1 — he? 

SH ‚dx fo "dx, .da= —* 


Berg .de— 2a fl 02-422 S= 3 


Durch diefe Subkitution if aber ent nur bie Serlegung in die Par⸗ 
Bials Brüche vereinfacht. 
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Well aber das obige - - m * dc ebenfalls integrirt werben ſoll, fo 
nimmt man ed ſogleich mit dieſem letztern Integral zuſammen und 
hat num 

—xt+4 6 

mar) ech N en pas er 
Bid nun (ing. 11. I. 1) n=3, P=0, Q0=—3, a=e=1, 
und b==0O gefest, fo mt man wieder 


A ——— *7 re — 


de aber oben auch noch ji zu Integriren ſteht, fo bat man 
selegt 
3xt—x-+1 
(1.+22)° 
alfe 


ea erfe 
„id 
— 7 
x’— ax 
m ne unge GE 
Anmerkung. Sf 

1) N, = (2x—.o)”-R,, 
fo iſt (nach I. Bb. $. 157. Anmerkung 2.) 
ST N,„—0, &"N.—m!R, und 8"HN (mm R,; 
alfo kann man R,„ finden, ohne R, felbft su haben, indem man 
N, m mal hinter einander nach x ableitet, dann « ſtatt x fett, 
und noch durch m! dividirt. Dies läßt fich bei der Zerlegung 
‚in Partial- Brüche, wobei man R, immer braucht, zuweilen mit 


*) Die Rechnungen des Tertes vereinfachen fih, wenn man einen 
um z dadurch einführt, daß man + —=z, alf 


ı= 2 und dx, —1 ſetzt. Es wird dann ax*--bx--c=az?-Lp, 


mer 


vom -=p gefegt worben if. Die zu integrirende Zunktion vers 





mubelt . baher in eine andere von ber Form — de, die war 
af demfelben Wege, aber in fo fern einfacher integrirt wird, als ber 
VRefſicient von =" im Nenner, ber Null gleich ik. 
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— U, T umgeformt werden muß. So wenig Schwierig 
feit aber dieſe letztere Umformung auch gewähren mag, befonders 
wenn man fich ein für allemal das Schema 

.. ftp __ er __ pr. 1% 
(0).-- Ale 7, A 1 DE Fir; 
in das Gebächtnig prägt, fo zieht man doch oft vor, bie Zerle 
| gung eines folchen Bruches wie en II _ wer wenn der 


Nenner x+-pxtq imaginäre einfache Faktoren bat, 
nicht weiter gu bewerkſteligen ſondern dieſen Such Direkt gs 
infegriren. 


Kommt aber im Nenner N, einer. . gebrochenen Funktio \ 
N derſelbe doppelte Faktor x®-px--q, mehrere Male von 
iſt z. B. N,=(&?+px-+g)°-R,, fo kann man die gebrochene 
Sunftion N auch fogleich fo zerlegen, dag man erhält 

















yo 


Ax-tB Cx+D „Er tE_ _Ex+F 
Eu: tor tar —— 
und dann muß man diefe doppelten Partial- Brüche ohne ve 
tere Zerlegung integriren, wenn man die imaginären F 
und ihre Umformung in reelle Formen vermeiden will. 
Sowohl dieſes Zerlegen in doppelte Partial⸗Brüche, al 
auch die nochmalige direkte Integration der letztern Cobne | ö 
aufs Nee in einfache Partial- Brüche zerlegen zu müſſen) well 
gen nun die beiden nächften Paragraphen noch nachweſſen. | 
$. 10. 
Bon der Zerlegung einer gebrochenen Funktion in ihre dopzelten Partial · Braqe 


IL. Hat der Nenner N, den Faktor x’+-px-tq nur ei 
mal, iſt alfo N. — (x’--px-+q)-R,, und find die Werth 
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|Diefe Gleichungen 4), 5°) und 6. ) geben nun wieder A, B 


ud C, während bie 3.) ober die 3°.) dann 25 dazu su lie 


fan bat. 

Diefelben Betrachtungen laſſen fich auch bei ber Zerlegung 
in doppelte Partials Brüche in Anwendung bringen, weil ber 
Nenner N, dann bie beiden Faktoren (X —(aF4-Bi))" und 


(«— (a —Bi))" hat; die eben gedachten Gleichungen daher alle 


boppelt erfcheinen und deshalb auch eine Doppelte Anzahl unbe 
Rimmter Koefficienten rinnen 

Iſt endlich = (pxq)'-R, 
fo kann man 4m —«— fesen, und hat dann 


N, =(x—.o)".p'R,; 
mb daher gilt das Vorſtehende alles noch, nur daß p"R, flatt 
R, zu fiehen kommt. 

Eben fo kann man, wenn N, — (ax?--bx-o)"R, ſeyn 
lite, fogleich > pP» —=q feßen, und man bat dann 
N, = (x?-+-px-}-q)"-a'R,, fo daß man bie erftere Form im⸗ 
mer auf Diefe letztere zurlickführen kann, nur daß in ber Ießtern 
Form, a’R, der zweite Faktor von N, if, wenn man N, als 
tin Produkt zweier Faktoren anfehen will, von welchem 
x2®-px-Hq)* ber erfie Faktor if. 


1% 
Integration der irrationalen Funktionen. 


1.) Enthält die zu integrirende Funktion blog a--bx unter 
bem Wurzel: Zeichen, und kommt bloß (a-+-bx)” allein vor, 
(0 feßt man 

a--bx=z', alſo b-öx, = nz"', 
und die neue Funktion (von 2) wird rational. 


* 
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und man hat daher gefunden | 
IL Das vorfichende gilt auch dann noch, wenn My. eine 


N: 
unecht gebrochene Funktion feyn follte, Ä 
Iſt daher ein abe 
N, = a’ ppx+gQ°-R | 
fo daß R, denſelben Faktor x®-nx-+q * mehr enfgät, 
fo ift 
M. 


1 | pl. — —— 0 eo 
) Kern Er DR. 
M 
Wird nun der zweite Faktor WIR toR (genau nach I.) 


in.die beiden Partials Brüche I. 1.) zerlegt, fo hat man (au 1.) 
N Ax-+B 1 
” J 
wo A und 3 genau nach J. 2.) 3.) 4.) und 5) gefunden wor⸗ 
den find, — Setzt man nun aber in I. 2.—5.) ſowohl M. 
ſtatt M,, als auch A', B! ftatt A und B, und findet man dann 
Mı, in M«, A und B! gerade fo ausgedrüct, wie (in 6.) 
M', in Au A und B ausgedrückt fieht, fo bat man zuletzt 
Ax+B Ak+B' MW, 
9 N Sweet, R, 
IM. Und fo fieht man deutlich, wie Die einzelnen doppelten 
Dartial: Brüche gefunden werden, wenn N den Faktor x?4-px-q 
mehr als zweimal enthält. — Namentlich ficht fich die Form 2.) 
in der Anmerkung 2. zu $. 9.) gerechtfertigt, 


$. 11, | 


Integration der rn Partial: Brühe, ohne weitere Zerlegung derfelhen In einfache 








I. Sol — 5 Ax--B x Ta —.dx integrirt werden, fo erinnere man 


in (fa N. 21.) d t — 
ſich, daß man ($. 6. N. 21.) das Integral von — * Fa 
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x _ WYatbz , 
I Sen X, 
I See hr, 


1 „1. Vet 
E SE; I = —J Yafbs+ya’ 


auch 2 1 Vatbx, 


1 2 
5 3 ‘ dx — — N —— 
Sa bYa+-bx 


x —= (2a-+b 
SE ® Gar I var beva San 











1 2 1 1 
:.dX — — op — — dr 
Sea dx Veit ren 


Diefe letztere Formel ift, wie man fieht, eine Reduktions⸗Formel, 
Ihe dadurch nminelber geginden wird, daß man 


(tr a--bx _arbx bx ) 
— * uxy⸗ x(a-+-bx)? 
b:a 

d. h. _ —— — 

m VE Ca-+bx)? 

— bx — ax bx? 

b = a+ b _ — — 

Da Yatbx= — und xYa-+bx = Varbb 

; ſo können die Integrale dieſer beiden Funktionen Ja-x 

nd .xYa+bx aus den Reſultaten 1.— 3.) zuſammengeſetzt 
erden. 


1.) Enthält die zu integrirende Funktion eine ober meh⸗ 





verwandelt. 











abx a-+-bx 
tere an aus ne z. B. 3)* oder 


—— 
(tm) " und noch (ee) ‚— fo wird Re Dadurch 


—8* gemacht, daß man im erſtern Falle 
VXII. 





3 
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ganze Gleichung mit 4 multiplicirt, endlich noch die Conſtante 
A .log.a addirt, fo nn man hieraus auch fogleich: 


Ax--B 

(DJ + — — 
YaB—bA I Zax-+-b 
=; A Joglax® bx 49 — — "18 Väac—b* 


Px-0Q ’ 
N. Sof aber S — 75 gefunden werden, fo : 
ſucht man dieſes Integral auf das einfachere zurück zu führen, 
welches von derſelben Form iſt, welches aber im Nenner den 
Exponenten um eine Einheit kleiner hat. Zu dem Ende ſetzt man 


> PxtQ x 
Legen oO" 
Gx-+H + f 7 . dx 
et er 
differengürt. links und rechts und vergleicht, um die noch unbe 
fimmt gelaffenen Koefficientn G, H und Q, gehörig au be 
ſtimmen; ; und man erhält auf dieſem Wege 
yon _ En—3)22Q-bP) 
6— 220—bP* nd H= bQ —2cP 
— (n— I)(4ac—b?) — a—1)(dac—b?)’ 
fo daß man zulegt hat”) 


> Dan überſieht biefes ganze Beahen ir wenn Man vorher 











_ rP/z+Q' 
tz, = —=z fest, und dadurch F dx auf —— .dz 
zurückführt. Dann kommt man von ſelbſt darauf, daß ſich dieſer Bruch 
in zwei Brüche 

Pr dz u 
(a2?-F-p )" (az2?--p y" j 


‚verlegt, und bag der erfere davon fich fogleich integrirt, wenn man 
aB3? pau, alſo 2az-de=du 


nimmt. Wird zuletzt ſtatt z wieder. +2. gefent, fo erhält mon bie: 
Redultions⸗ Zormel 1.) augenblicklich. 
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_ Px+Q 
” — 
—— 
— 62) (ax?+- bx+ >) 
4 


Setzt man nun hir P=0, Q=1, mb n—1 ſtatten, fo 


findet man hieraus 


" —— 1 —. _ ft — 
) Sen En 
X [at af —X 


| Wird bier wieder a1 ſtatt ın gefetst, fo führt fich die Inte⸗ 
| gration von — — dr auf die Integration von 


er + Oo"? 
—5 dx zurück, u. ſ. f.; ſo daß man zuletzt 
auf das (im $ 6. N. 2i. bereits gefundene) integral 


| J:; armer zurückgeführt wird N ſo oft, was hier vor⸗ 


ausgeſetzt werden mag, m eine poſitive ganze Zahl iſt *). 


*) Iſt n eine gebrochene Zahl >41, fo führen diefelben Formeln bas 
Integral von — * -dx zuletzt auf die integration der Form 


1 . aan 
— 75 dx url, wo aber ⸗DI if. — So 3. B. dienen die 


hieſigen Reduktione⸗gormeIn 1.) und 2.), um 





Se ‚Var Fbz-re ‚dx 
o. ® 1 ”. 
auf die Integration von —— zurückzuführen, während 
dieſe letztere Cim $. 6. N. 24.) bereits durchgeführt ſich findet. 


— 
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Veiſpiel. Eofen gran dr u integrren. — "Wan jeex 


zuerſt den Bruch in feine doppelten Partial» Brüche 

Ax+B | As-+B’, As+Bu 

(1-fx2)> TI+x?)? I+x 
Nimmt man das den $. 10.) gu Hülfe, fo hat man x?--px+gq=x”’+1, 
alfo a0, B=1; fener R=1, ale r=1, r. 03 mbiih 
M, =32x*—x+1, alfo mei und m, =—1.— Die beiden Glei⸗ 
dungen zur Beſtimmung von A und B ($. 10. NN. 4. 5.) geben baber 
jest, weil a —r,B=0 und na +frß=i nid, Beim A=—i, 
fo daß der erfe Partial⸗Bruch = = if. Die Gleichung 6.) dei’ 
$. 10.) giebt dann noch 


N, = „Fehr; 


fo dag zunächk gefunden if 
3x—xt1_ —xt4 ati | 33 3x2—3 
(+22) T(A+xr)’ " (1-px°)”" | 
Wird nun diefer Werth von DI, ſtatt M,, ferner A’, B’ Ratt A und B 
in die Gleichungen des $. 10.) fubkituirt, fo erhält man auf's Neme 
m=—6, m, —=0; während r und r, ihre Werthe behalten. Die Gleis 
dungen ($. 10. NN. 4. u. 5.) geben num B=—6 und A=0,% 
daß der zweite Partial- Bruch = a ep wird. Die Gleichung 6.) bed 
&. 10.) giebt dann 
mr —3E 3-9; 
. x2+1 
Man bat alfo num gefunden 
2 —x+4 
rer Sr rer tie 

Und weil hier R. 1 if, fo if diefer dritte Bruch gu gleicher Zeit (chen 
der gefuchte Partial- Bruch. — Wollte man aber das Verfahren des $. 10.) 
forsfegen, fo würde man auf's neue Cindem-M“, flatt M, und A”, BA 
flatt A, B gefest werden) m=3, m, =0; alp B”=3 und AY—0 
finden, während U“ O fich ergiebt. Der vierte Bruch wird daher 0. 

AR aber diefe Zerlegung bewirkt, fo Tommen wir nun an bie Inte⸗ 
ration dieſer einzelnen Partials Brüche. — Zunächſt hat man (nad 
$g. 11.0.1) wenn n=3, P=—1, 0-4, a=c=Ä, b=0 


gefege wird, 
| -x+4 „__ı+3 
(i-Fx?)?’ d« = —d — HJ ® 
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Weil aber das obige — ri dr «dx ebenfalls integrirt werben fell, # 


nimmt man ed fogleich mit dieſem letztern Integral aufommen und 
bat nun 

—x+t4 Am x+ 

(1-+x?)? m) een, Hape Gpae 
Wird nun Cin $. 11. IL 1.) n=3, P=0, Q=—3, a=e=t, 
und b:>=0 gefekt, . erhält man wieder 


A-tx2)8 or, = Tr: re fe gs de 


Beil aber oben auch noch i ji u Integriren Reit, (0 bat man 


wiegt 
1 ed 
HE en. 


Anmerkung If 

1) N, = (x—.o)”-R,, 
fo iſt (nach I. Bb. $. 157. Anmerkung 2.) 
8" AN, —0, #"N„—=m!R, und tn, — (my"'o’R,; 
alfo kann man R, finden, ohne R, felbft zu haben, indem man 


} 


J N, m mal hinter einander nach x ableitet, Bann a flatt x fegt, 


und noch durch m! dividirt. Dies läßt fich bei der Zerlegung 
in Partial-Brüche, wobei man R, immer braucht, zumeilen mit 


°) Die Rechnungen des Textes vereinfachen ſich, wenn Man einen 
neuen Pe z dadurch einführt, daß man +2. =z, alfe 


x— 2238 und dx, —=1 fest. Es wird dann echo az°-[-p, 


wenn —* =p gefegt worden iſt. Die zu integrirende Junktion vers 


wandelt fich daher in eine andere von der Form 7 5 ·de, die zwar 
auf demſelben Wege, aber in ſo fern einfacher integrirt wird, als der 
Koefficient von =! im Nenner, der Null gleich if. 
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« Vortheil anwenden, namentlich 5.3. wenn blog N, —=(z—a) RE 
if, wo man dann fogleich 8N„—R, findet. 
Aber auch außerdem laffen fich diefe Säge (1. 3b: 6. 157! 
Anmerkung 2.) zur Zerlegung in Partials Brüche in Anwendung 
bringen. — Um die verfchiebenen Formen, unter denen dieſe 
Anwendungen fiatt fiden Finnen, hervorzudten, 7 
M, : 

2) N, in — * —— 
zu serlegen ‚ wo ale N, =(x— 0)? -R, gedacht worden if 
Diele Gleichung giebt fogleich 

3) («—0o)?.Z, =M,—AR,—B(x-—o)R, _ Ca —o)R, 

Nimmt man nun von diefer Gleichung das erfie, zweite 
Differential nach x, fo erhält man (nad Anmerkung 2, zu 
$. 157. J. 38.) für x=o, außer 

4) 0=M,.—A- R. 
welche aus der Gleichung 3.) ſelbſt hervorgeht, noch 

5) 0=8M.—A-öR.—B-R,, 

6) 0=8°M.—A-d°’R,—B-öR„—2C-R,; | 
woraus nun. A, B, C gefunden werden können. Die Gleichung 
3.) giebt dann Z, Dazu. 

Dividirt man die Gleichung 3.) durch R,, fo erhält man 





- 3) (x—a)? R=n A-5600) 0-0). Ä 
Aus dieſer Gleichung erhält man für x — «a ſogleich 
| ML Ä 
4) 0-A; 


und wenn man die 3) nach x ableitet und dabei x= « ſetzt, 


59 =), —B. 


Nimmt man ‘aber von der Gleichung 3°.) ſogleich links und | 
rechts die zweiten Ableitungen nach x, für x—=a,. fo erhält 
man noch 


6) | 0=3:(7) —20. 
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Dieſe Gleichungen 4), 5..) und 6) geben nun wieder A, B 


und C, während bie 3.) oder die 3.) dann Zy Dazu zu lie 


; fern Be. 


Diefelben Betrachtungen laſſen fich auch bei ber Zerlegung 
in doppelte Partials Brüche in Anwendung bringen, teil ber 


: Nee N, dann bie beiden Faktoren (x—(aF-Bi))" und 
(«—(a—Bi))" hat; bie eben gedachten Gleichungen daher alle 


doppelt erfcheinen und deshalb auch eine doppelte Anzahl unbe: 
ſtimmter Koefficienten rinnen 
Iſt endlich = (px+q)R,, 


| ſo kann man 4 —o ſetzen, und bat dann 


N, = (x—.o)".p’R,; 
und daher gilt das Vorſtehende alles noch, nur dag p"R, ſtatt 
R, zu ſtehen kommt. | 
Eben fo kann man, wenn N, = (ax?--bx--e)’R, feyn 
folke, ſogleich 2—p, qg ſehen, und man hat dann 
—(x’-px-+-g)"-a'R,, fo daß man die erfiere Form im⸗ 
mer auf dieſe letztere zurückführen kann, nur daß in ber letztern 


Form, a’R, der zweite Faktor von N, if, wenn man N, als 
ein Produkt zweier Faktoren anfehen will, von welchem 


pro der erſte Sektor iſt. 


$. 12. 


Integration der irrationalen Funktionen. 


I,.) Enthält die gu integrirende Sunftion bloß a+-bx unter 


den Wurzel-Zeichen, und kommt bloß (a-+-bx)” allein vor, 
fo fett man 

a+bx=z, alfo- b · dx. =m", 
und die neue Zunktion (von 2) wird rational. 


* 
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Kommen aber —* und —*8 mlcic von 
fo fegt man 
a+bı=:", alſo b- dx = ngz"T"1.dz 
und bie neue Zunftion (von z) wird rational. | 
Die rationalen Funktionen werden dann nach den vorher 
gehenden Paragraphen integrirt. 


3 
Beifpiel 1. EB. Sldx—5x-H8) Y6xT2)%.demy 9 
finden, fo fest man 5525 2’; danu wird =, um 


— 


3 
"re, Vox-}3)° = X 





Nu: findet fih (nach $. 4. N. 4.) 
y=yzir/ (32'°— 372°-2632°). .dı= Js (zz! ve) 
EEE? VrF *avu. 
Beilbiel 2 —E— my u den, fo ir 
1-+yx 
| man 2, "und bat dann dx='6z°- dz, Ya), urn 
ar 2; alſo 
1422 - z° „ . 
— Ip = 7 Ba ea Fre 
Diefe gebrochene rationale Zunktion von = wird nun (ned 
6.8.) integriert, indem man Cin fo fern fie unächt gebrochen if) Die ganze 


Funktion herausbisidirt, dann biefe und die übrig bleibende Acht sehn 
chene Funktion, jede für fich integrirt. Man finder dann 


y=sf( 44 rt 4 ar) 
= (ir -+427-+47°— He -4, z 
= are HaVc Och, Vz 


Auf dieſem Wege findet man namentlich fogtei noch fols 
gende Nefultate: 








1 2 


2) 
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x? 
Ya--bx-t+-cx? de?) 
nn a 1 
VB + (Bes fr —J— 





x” —4 mi 2 





_ (m—nb / .d 
me —— 


er 





— abe her = 
J Nittelft diefer Formeln wird das — von 

— —— +’ + 

und auch von 


(p--g&-rx?--..)Ya+bx + cx?:dx 


. u (p+gx-+rx?-+--)(a+bx-+tcx?) 
(in fo fern letzteres in en — 
ſich verwandeln läßt) auf 


f — — 4 

| Va-+-bx-+cx? 
zurückgeführt. 

| Serner findet man noch 


*) Differenzüirt man — ex?, fo erhält man 
. atbx-Lex? — ——— 
Garten), — 
Schreibt man hier den Bruch zur Rechten als die Summe dreier Brüche, 
nimmt man links und rechts bie Integrale und fegt man auch fatt 


— — «dx feinen Werth aus 1.), fo erhält man ſogleich die 2.). 


**) Diefe Formel erhält man, wenn zmiya-bx-Fex? diferen⸗ 
zürt, und dabei auf analoge Weiſe verfahren wird. 
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a+bx _ — 
pre 

im andern Falle dagegen 
a-tbx _ — w 

J p- qx 
ſetzt. | 
3 
So ı ©. DT 


VIFxVi—x)’—YA+x)yi-z)’ 


3. 
funben werben, fo Tann man zuerſt Zähler und Nenner durch ya-)Yı 
wegdividiren, und man erhält 
1-+x 
„⸗ =) 


y-= —lk 
1+x 1+x 
1 V 1 
Nun ſetzt man HE, alfo daß x= Fr und x ‚an 
wird. Dann erhält man 
— 2122 L2'°--2°-+-2°+ 27° 
J= un — ‚dz, . 
fo daß nur noch diefe Acht gebrochene Funktion zu integriren bleibt. Diek 
‚muß aber vorher in ihre Parzial-Brüche, und deshalb muß noch früher der 
Kenner 21 in feine Faktoren zerlegt werden. Zu lesterem Dei 
fücht man die fechd Werthe von z, welche z2°+1=0 machen, mb 


welche =YIT. h. (nad) I, Bd. $. 86.) = ct z+ti- ein det, 


find, wenn flatt n nach und nah 0, —1, +1, 2, +2 und e 
fest wird. Zieht man jeden dieſer fechs Werthe von z ob, fo bat man DW” 
ſechs einfachen Zaktoren von z°-+1; und multiplieirt man immer die uch 
Saktoren mit einander, welche ein reelles Produkt geben, fo erhält man bie 
drei reellen doppelten Zaktoren von 2° 4-1, nämlich 

(22 — 22.008 $x+1)(2?+1)(2? +22 cos Je +1) *). 





) Man Eonnte diefe Zaktoren auch befommen, wenn man baren 
3 
dachte, daß * =u?— ul if; denn dann wußte man, daß 


+1 
rt =z*— 2? +1 if, und konnte u —u+1 oder 22° +1 


auf’s Neue zerlegen. 
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führen kann) näher betrachten, wobei wir m unb n pofitio 
‚oder negativ ganz borausfegen *). 

I. Zunächft fege man a--bx" = 2"; man erhält dann 


a__ 22 2 
—X m 2, alſo x"=b 2.629-2)*, und 





m—i u 4 -7 21 . | 
x  +dx 7 b (da) da, und die gegebene Funk⸗ 
tion ©.) geht dadurch in diefe: 


_!: 2_4 
© Ip Nart ia)" ‚de 


über. — Trifft ſich's nun zufähig, daß — eine pofitive oder 


| L 
*) Wäre zu integriren —E I .dx, fo würde mn xx" . 
ſetzen, fo daß im 12, xt 22 und dx=62°.dz würde. Dam würde 


man erhalten (nach $.4. N. 4.) year px) de 6/a’(ethrr)? .da, " 

2 
und diefe Iestere Zunktion wäre in der obigen x"—a--bx")1-dx 
enthalten. 


; Und märe et. dx zu integriren, fo würde man 
= fegen, fo daß k=—,. dz, und <"= 2", x" 1_ Zt 
-n— 2—1 j 
wird. Dann hat man /x ehe) dem—f 1 (b-faz).dz, 
weshalb man oben n pofitiv vorausfegen konnte und doch auch den Fall 
mit behandelt hätte, in welchen n negativ feyn follte. 
Und hätte man 


xl (ax ’-bx 2,1. dx 
zu integriren, fo würde man folcher Funktion die Form 
n+E—ı 2 
x 3 (a4bx""")1.dx 
geben, um fie in die obige Form eingehen gemacht su haben. 


36 Höhere Analyfis. IL. Abth. Kap. L  $ 14 


2) Hernach kann man auch Yax?--bx--c=Yc-+x 
fen. Man erhält Bann ax? +-bx —2xzyYc-tx?z?, Tau 
durch x wegdividiren, und erhält wiederum x und dx in z 
und dz ohne Wurzel. — Dies Verfahren wirb man in be 
Negel dann anwenden, wenn c pofitiv iſt ”). | 

3) Endlich Fann man ax? -+-bx-te in bie Faktor 
alx—oa)(x—B) zerlegen (mo a und B die beiden Werthe vom 
x find, welche ax? -+bx-+e ber Null gleich machen, ul 
dann feßt man Yax?+-bx+c = (x—o)z. — Daraus folgk 
wenn man quadrirt und durch x—a dividirt, alıx—P) = (xX—a)z 
alfo werden x und dx in z und dz wiederum ohne Wurf 
auggedrückt, und dies Iegtere (da auch jedesmal Yax?-+-bx 
in z ohne Wurzel ausgedrückt erfcheint) bewirkt, daß die m 
zu infegrirende Funktion in z, rafional wird, und daher wei 
den 5. 7.— 11.) integrirt werden Eanı. — Dies Verfahr 
kann man gleich bequem anwenden, es mag a poſitiv * 
gativ ſeyn, wenn nur « und B reel find. 

Man integrire nun danach das einfachfte aller hieher gehörigen ” 


. une 1 
ſpiele, nämlich — — dx oder Veran — dx 
ſehe su, ob jedesmal das Reſultat N. 24.) oder N. 20.) des 6. 6.) Mi 
ergiebt Cindem nämlich dafelbfi a mit c vertaufcht wird), oder ob doche 
Reſultat kommt, welches von jenem nur um eine Conftante verfchieden iß. 


Der allen diefen Rechnungen kann man aber allemal « 
+ —2 fegen, damit die Yax’—-bx--e in Yaz?-+p 


übergehe, welche letztere in fo fern einfacher iſt, als der $ 
ficient von z* in ihr der Null gleich ift. 
IT. Kämen in einer Funktion, die integrirt werben Toll: 


”) Man würde nber vorher Lieber Ye- v(= rc 1) ſtatt 


—E ſchreiben, damit bloß —I — vorkäme, um nach⸗ 


he Y ®+-gqx +1 =1-+xz fegen zu fünnen. Dadurch würde vermies 
den, daf in den Rechnungen nicht immer Ye mit fortgefchleppt würde, 
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die beiden Wurzeln Ya-+-bx und Yp-+qx vor, welche ‚ver: 
iebene Nadifanden vom erfien Grade haben, fo würde man 


ä af-bx =2zYp-Fgx fegen, hätte dann a-+-bx = 2°(p-4-gx), 


„Alfe a und ed .dz. Es werden 
Alſo x und dx rational in z und dz ahsgebrückt; dagegen kommt ftatt 
a+bx jegt zVp-+gx, fo daß Yp--qx mehreremale 
men Fann. Setzt man aber ſtatt x feinen Werth in z, 
' erhält man Yp-—-gx = Det und fo fieht fi alſo 
hi Integration des jeßigen Falles, weil in ber num zu integri⸗ 
renden Funktion , Vb—gz? vorkommt, ‚auf ben Fall 1) zu⸗ 


geimhrr — Hinſichtlich des Falles, wo ati? und 


ta” - vorkommen, ſ. $. 14.). 

IV. Enthält aber die zu integrivende Funktion zwei ſolche 
 Duadrats Wurzeln wie VYat-bx + cx? und Yp-qax-+rx? 
‚mit verfchiedenen Radikanden vom. zweiten Grade, fo if fie in 
‚feltenen Fällen nur rational gu machen (d. h. das Integral die, 
fer Sunftion wird dann nur höchſt felten auf die Integration 
‚einer rationalen Funktion von z zurückgeführt werden Eönnen). 
If in's Beſondere 


Va-+-bx+cx? -Yp--gx +rx* = VA+-Bx+Cx’+-Dx°-HEx®, 


oder ift 










Va+bxtex? ahnt 
Vptatr? 
zu integriven, fo find Dies zwei befondere Fälle des allgemeinern 
Problems, mo 
f, 


1) — — — — -.dx 
VA+Bx-+-Cx?+Dx?-+-Ex 
integrirt werden fol, während fx eine gegebene algebraifche ra: 
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a m+i n 

2 Saytbpy to" = = tn orte) 
- et 


a un er 
3) S(ay+b)"(py+g)"-dy = aytbpy tg” 





— m-n-OHp 
m(aq — Dp m— n . 
ee ee) y -). dyʒ 


m+i1 BR 
4) Say+b)"(py-+gQ"-dy= LE 


b m+i1 nr 
6) Slay+b)"ey+gQ” —— —— 


(m-+n—+-2)p — na. 
— mtl) Tb Foyt+g.dy; 


n py”+1 n+1 
9 Sertbrert+ or er 


(m--n-+-2)a m ni 

Die 1.) und 2.) bekommt man durch unmittelbares theilmeifes Inte⸗ 
griren, d. h. unmittelbar Dusch Anwendung der Formel $. 4. N. 3.), indem 
man dafelbft abwechſelnd (ay--b)" oder (py-tg)” Ratt p fegt Cfo wie 
y flatt x). — Nun kann man aber die Funktion (ay+b)""Upy--g®t! 
zerlegen in (py-+ day +b)""pyt+g)" und dann in 

[+ aytb)tg— 7 —BVV0— 
alſo in 
Fa + y + + IE (ay ⏑—⏑⏑— —— 

fo daß das Integral der Funktion beit qti.dx gleich ik 
der Summe der Integrale aus den beiden legtern Funktionen. Subſtituirt 
man dies in die 1.), fo erhält man die 3.), alfo auch die 4.) Cin fo fern 
die 4.) aus der 3.) hervorgeht, wenn man m mit-n, a mit p, und b mit 


q vertauſcht). 
Setzt man endlich in die 3.) jetzt m--1 ſtatt m, und findet man dann 
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das zur Rechten entfichende Integral Durch das zur Linfen ausgedrückt, fo 
bat man die 5.), alfo auch die 6.) Cin fo fern nämlich die 2.), A.), 6.) 
aus den 1.), 3.), 5.) hervorgehen, wenn man m mit n, a mit p, und b 
wit q vertaufcht. 

Eauchy leitet dieſe Reduktions- Formeln alle durch ein und daffelbe 
Verfahren ab, nämlich dadurch daß er die Sormel 


Je: d=wo/m -du 
in diefer Form. binftelit: 
Juv-d(log v) =ur — /uv- dllog u). 
md nun ſtatt u und v folche Fotengen je zweier der drei Ausdrücke 


4b, py+g: Ir fegt, daß Juv-d(dog v) allemal das verlangte 


Say+b)*(py-+o*-dy wird. 

Die Formel 1.) wird man anwenden, wenn m poſitiv, 
n negativ ift; die 2.) dagegen, wenn m negativ, m aber pofitio 
iſ. — Die 3.) und 4.) werden abwechfelnd mit Erfolg ange 
wandte, wenn m und m beide pofitiv find. — Und die Formeln 
5.) und 6.) find eben fo abwechfelnd anzuwenden, wenn m und 
n beide negativ feyn follten. — Dann erhält man nämlich nach 
und nach immer abfolut niedrigere, pofltive oder negative Ex⸗ 
ponenfen, big man, wenn m und n ganze Zahlen find, auf Null⸗ 
Erponenten, oder doch auf —1 oder I als Erponent ftößt; 
— oder, wenn m oder n gebrochen ift, auf Erponenten, welche 
poſitiv oder negativ find, dagegen abſolut zwiſchen 0 und 1 
liegen. Diefe legtern Sintegrale Eönnen dann oft mittelft unend- 
liher Reihen gefunden werden. 


IV. Setzt man in dieſen Reduktions⸗ Formeln y=z’ alfo 
dy=»2”"!dz, fo wie p=1 und q=0, fo gehen fie in 
unmittelbar brauchbare Reduftions- Formeln für 2°az’+-b)".dz 

über, d. h. für die Form ©.), mit welcher wir diefen Paragra- 

phen eröffnet haben. Wir wollen auch von Dielen noch die 
brauchbarſten herſetzen. Sie ſind: 

1) [x” (a+bx’)’-dx 

— x“ alm—n) gemn-i amp . 

pm) A per J 











e 
EEE = 
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Auf das hier in Rede ſtehende Integral, alfo auf die elliptifchen Trans 
feendenten, laſſen ſich noch zurückführen die Integrale von 


VYa-+-bx-Fex? .dx ‚ P, dx. — — P, 
—— —EX — — od 
Verben 


PVSTRF Rdn, P-(a+8x ty Ha) R.ar, 
P 


x P, 
u. d. gl. m., wo P, eine rationale Funktion von x ifl. 

V. Bon der integration noch anderer irratibnalen Sun 
"tionen in endlicher Form läßt fih im Allgemeinen faft gar- 
nicht8 fagen, während die Grenzen diefed Werkes und verbieten 
in bie Beirachtung einzelner Fälle, die manchmal faſt nur ein⸗ 
gelne Beifpiele genannt werden Fönnen, noch mehr einzugehen. 
Wir werden jedoch im $. 14.) einen hieher gehörigen Fall nech 
näher betrachten. 


§. 13. 
Reduktionsformeln für die Integration von Funktionen, welhe Yarbx+cx2 enthalten, 

In vielen Fällen if es vortheilhafter, ſtatt direkt zu inte 1 
griren, das gefuchte Integral mittelft Reduktionsformeln auf ein 
ſchon bekanntes zurückzuführen. — Namentlich find für ben 
Fall $. 12. IL) aafdabe Formeln bequem, nämlich 

N» I: — — .dx *) 

———— — 
1 

— I yafbx-ton? bx—+-cx? — —.dx: 

Teer Va-+-bx-+cx? dx; 





”) Differengliet man nämlih Vat-bxFex?, fo erhält man 
_ W cx 
Y -b „= —3 
—A — — Va+bx-Fex? 


und diefe Gleichung giebt die obige 1.); wenn man links und rechts die 
Integrale nach x nimmt. 
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3 x? 
; 2) f —— dx *) 
33 „2a = li 
Verbe Fe + (dr -J)f Tran meer 
dx **) = Va--bx-+cx? 


„nn 
N —— 





x 
” Ne 





BR —— FR 
me JS Yatbxtex® 
Mittelſt diefer Formeln wird dag — von 
— te 
— 


und auch von 
—— ETF 


m m Rt taten) 
(in fo fern letzteres in Vafbxfex® 






fi verwandeln läßt) auf 


1 
— dx 
f Ya-+-bx-+cx? 
surückgeführt. 
Berner findet man noch 


5 Differenzürt man x-Va+bx+ex?, fo erhält man 
b 2 __ atzbx-+2cx? 
Karate), = rer 
Schreibt man hier den Bruch zur Nechten ald die Summe dreier Brüche, 
nimmt mon links und rechts die Integrale und fest man auch flatt 


Serete — -dx feinen Werth aus 1.), fo erhält man ſogleich die 2.). 


**) Diefe Sormel erhält man, wenn xzmiYs-Fbx-Fex? differen⸗ 
zürt, und dabei auf analoge Weiſe verfahren wird. 
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1 





9 — 69 

— 1 log ie Weberetet 

auch 1 dir 
"a 5 Ve—a)-Vatbs-ter? 
Ueberhaupt kann man dadurch, daß man 9 —=z ſetzt, die 
——— 

Integration von — — und auch von 
Erptm — auf das Integral 


1 
—d i d N. 0 20. d 24. des 0} 6. 
S Vera x in den NN. 20.) und 24.) des $. 6) 
zurückführen, wenn man die vorſtehenden Reduktions⸗Formeln 
zu Hülfe nimmt. 


$. 14. 


Pr 
integration des irrationalen Binomiums m—IaHpx")d,dx oder 
m 


(OR a0 22 2 Le Fa 
Wir wollen noch die integration der Funktion von der 
Form 


O) yet —— 
| [= = 
(die man auch auf die Form (ay--B)’Yy-t+5)° -dy zurück⸗ 


”) Man findet dies, wenn man =: fest, fo daß die=— de | 


wird. Dadurch reducirt ſich nämlich das in Rede ftehende Integral ſogleich 


auf die N.N. 20.) oder 24.) des 9. 6.). 


5.14. Integration entwickelt geg@b. Funktionen. 43 
führen kann) näher betrachten, wobei wir m und n pofitio 

g oder negativ ganz vorausſetzen )J. 

i I. Zunächft fege man a-4-bx" = 2; man erhält dann 


n__ 21—a 


b 





‚ dfo ="—b ".@!—a)", und 


; 

E m n = 
n-1.12 _ 4ı”® *5 

x +de 7 b "(da)" .dz, und die gegebene Funk 
tion ©.) geht dadurch in dieſe: 


© Ip". zprI Ka). dz 


über. — Trifft ſichs nun zufällig, daß — eine pofitive oder 


L 
*) Wäre zu integriren x5(a-H-bx?) I.dx, fo würde mn xx . 
ſetzen, fo daß io, — 2° und dx=62°.dz würde. Dann würde 


' ‚2 2 
man erhalten (nach $.4.0.4.) /x’(a-+-bx?) 1.dx=6/2”(a-+-bx’)1.de, 
3 
und diefe Iestere Zunktion wäre in der obigen x"—"1(a+-bx")1.dx 
enthalten. 


2 
; Und wäre "ia -bx”")d.de gu integriren, fo würde man 
xl fegen, fo daß de= — .da, nd oz, oe 


BR -n- 2. 
wird. Dann hat man x" I(a-+-bx"") 1 .dx = —/z q (&-ta2).dz, 
weshalb man oben n pofitiv vorausſetzen Eonnte und doch auch den Zahl 
mit behandelt hätte, in welchen m negativ ſeyn folte. 
Und hätte man 


2 
x" 1(ax’LpxR) 1 .dx 
zu integriren, fo würde man folcher Zunktion die Form 


n+E—ı 2 
x I (a+bx")1.dx 


geben, um fie in die obige Form eingehen gemacht zu haben. 
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negative ganze Zahl ift, fo ift dieſe letztere Funktion rational *), 
und kann nach den vorhergehenden Paragraphen integrirt werben. 
| 2 
RB. Sx’-(a+bx’)I.dx zu finden, fo iſt hir m=9,n=3, 
alſo * eine poſttive ganze Zahl (3). Die Funktion €.) wird nun 
ta)? dz 
und komm ohne Weiteres integrirt werden. 
1. Ein andermal kann man 
2 
x" "1.(a4-bx®)9.dx auch fo ſchreiben: 


n+-t—1 2 
x ° ax" +-b).I.de; 


dann aber ax "—b=z° fegen, oder, mit andern Worten 
in der Form (.) —n ftaft n, ferner a und b flatt b und a, 


endlich m+7 ftatt m; und man hat 


„.2:_P, _ı 
n 


2 
abet. — I er) od 


Trifft es fich alfo. zufällig, daß at7 eine pofitive 


oder negative ganze Zahl ift, fo bat man durch dieſe Subſtitu⸗ 
tion die zu integrirende irrationale Funktion in eine rationale | 
umgetvandelt. 


Iſt 3. B. —XRE zu integriren, ſo hat man m5, 


Ein befonderer galt iſt wenn m=n iſtz; es findet ſich dann 


x" Ma+-bx 23. dx = 1 yartt1.an 
ptq 
aeg 


Sage yıt 
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3, nu; gy=3; alfo 4 "2; folglich, wenn ax br: 


— 


gzeſetzt wird, 
rt 3 
Sx*(a-t+bx’)}.de = fa 


weiche letztere Funktion in Partial- Brüche serlegt, und dann integrirt wird. 


II. Und wiederum verſucht man es und ſetzt, wenn 


2 

x" Ka--bx”)i.dx integrirt werden fol, x — y; und man 
m „am 

ht x"=y", ma t.de = —y" .dy. 


Dadurch erhält man 


Kr -Ka--be)* x ly am, b 2.4 
k=—/y" +(arby'-de. 


Diefes integral zur Rechten läßt fih nun auf andere Integrale 
snrückführen von derfelben Form, in welchen aber nach und 
nach der Erponent von y, oder der Erponent von a--by, 


eoder alle beide immer einfacher und einfacher, alfo zulegt ent 


weder 41 oder —1, oder doch eine Ächte gebrochene Zahl 
wird, die pofitio oder negativ aber abfolut <1 if. Dieſes 
legtere integral ift dann entweder fchon früher gefunden oder 
fonft noch einer Behandlung fähig. 

Weil aber dieſes Integral nad) y in dem nachſtehenden 
etwas allgemeineren, nämlich in 

Say+b"-(py+gq)'dy | 

enthalten if, wenn man fih m und n hier beliebig pofitiv 
oder negativ, ganz oder gebrochen denkt, fo wollen wir die ger 
dachten Reduktionsformeln für das legtere hinſtellen. Man fine 
det nämlich 


n an Rt 
1) Say-+b)"py-+g'dy= nel 


Sartre dy; 
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m+1 n 
2 Satertotdr- torte) 


- ale t er t 


" m n+1 
2 Stetten ED 


m(ag— bp) n— 
rt; 


= m n 
4) Sayt+b(py-to" ya 


b — m DB 
er Sey+b) (pytg'""-dy; 
- na By —— 
5) Slayt+b"pyt+o — (m--Ij(aq—bp) 
u n nF tt | 


. a b m+1 n+1 


(m-+-n-+2)a m n+1 
(ay -Fb) pytraD” -dy. 

Die 1.) und 2.) befommt man durch unmittelbares theilmeifes Inte⸗ 
griren, d. b. unmittelbar durch Anwendung der Formel $. 4. N. 3.), indem 
man daſelbſt abwechſelnd (ay-+b)” oder (py Pq) ſtatt ſetzt (ſo wie 
y ſtatt x). — Nun kann man aber die Funktion (ay+b)""py+g)"t? 
erlegen in (py HD -(ay+b)”pytg)” und dann in 


[Bertp+a- Fe erto". 





alſo in 
Bat ayHb) Npy-+g)", 


fo daß das Integral der Funktion —* beipytgti.dx gleich ik 
der Summe der Integrale aus den beiden lestern Funktionen. Gubftituirt- 
man dies in die 1.), fo erhält man die 3.), alfo auch die A.) Cin fo fern 
die 4.) aus der 3.) hervorgeht, wenn man m mit-n, a mit p, und b mit 
q vertauſcht). 

Setzt man endlich in die 3.) jest m-++-1 flatt m, und findet man dann 





. [or 
Fi 7 
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Beiſpiel 1. So findet man nach und nach, wenn die Formel 1.) 
wiederholt angemandt wird, 


3 ,,06 6 
Je a ga og); 


| md men nee poſtiee gurie Bob ik 








Ja"x". dx = —— * 
x ar zul ni zu—3_ 
bog a (dog »)*° ae 


ke 2. Die Formel 2.), wenn fie wieberholt angemandt wird, 
a atloga , (loga)* 
— ir EN ae 
wo wegen a'=e*-Jog a, das Integral von x dx ſich auf das Integral 


— * zurückführt, auf⸗ welches in ber Anmerkung zu 6. 160.) der ſo⸗ 


genannte Integral » £ogarithnie zurückgeführt wird. 
Iſt aber n abermals eine poſitive ganze Zahl, fa findet man, Church 
wiederholte Anwendung ber Formel 2.) 


[=-.%X 


1. log a (log a)? n (log a)*-? 
| (a—1)x""! + (—1 yA-1, rt (n—1 et + 


(dog a)" 1 
* (n—1)! * 


Beifpiel 3. SA n eine poſitive oder negative gebrochene ah, fo 
kann man beide Formeln 1.) und 2.) ohne Ende fort anwenden, fo daß 
man jedesmal eine unendliche Reihe befommt. Go 4. B. giebt bie For⸗ 
mel 1.) wiederholt angewandt 


a* a* 1 1-3. 1-.3-5 

Vz &=7, a-Yx 14 2xlog Uoga)⸗ at) 
Wo aber die Reihe abgebrochen wird, da kommt immer noch ein integral 
als Ergänzungs- Glied hinzu, welches jeboch weggelaſſen werden kann, fo 
soft in einer Anwendung, wenn; die Conſtante für Diefe Anwendung beſtimmt 
iR, für den beſtimmten Werth von x der: Werth biefes (Ergänzungss) In⸗ 
tegrals als Hein genug nachgewieſen werden Tann. 

Wollte man auf daffelbe Beifpiel die. Sormel u wiederholt anwenden, 

fo erhielte man 
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2 Sa (a+ba'r.de 
— x (a + bx ya—mi -1 1. 
pam — (a+bx "de; 
3) [x Ka+baP-dx * 
x "(a4-bx")?t! bim—n—np) eh r 
7b _ ben a) th 
4) Sa" "(a+-bx')"?.dx 
_ xMlat-bx") Pr mtn—np .n-ı 1 p+1 
RT 
So oft aber in allen dieſen Formeln (in IL und IV) 
der Nenner Null wird, fo oft find fie nicht mehr brauchbe 
In der Regel find dies aber gerade die einfacheren Fälle, 
‚denen eine unmittelbare Integration möglich, eine Reduktion 
unnöthig if"). 


„nm—i je 
Beifpiel 1. Es ſey „m =dx zu integriren, wenn m 


pofitive ganze Zahl if. — Die * IV. 1.) giebt ſogleich für a= 
b=—1,n=2, p=—3, und wenn man m--1 flatt m fest 








zu-1yf_ 32 m—1 „m—3 
H-- Sr a=- NE = SE *0 


Setzt man bier ſtatt m nach und nach 3, 5, 7, etc. ete., fo erhält man 











x’ — x 
— de = — ix Vi 2 +2 
— — 12°) * u Nr 
x? _ r x⸗ 
I V——— 


1 





) Daß man biefe Reduktions⸗Formeln 1. — 4.) auch unmittelbar 
aus /u-dv=uv—/v-du ableiten könne, wenn man noch ähnliche 
mittel anwendet, wie in III.) fie gebraucht worden find, verſteht ſich 
von felbft. 
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Sp Iogzt ERE® 1 ER use), ; R SEEN, 


x 
bes, wenn man a*2 fett, Übergeht in 
' ] 2 3 « 
Fr DE use az un ua a ua 2 an nun 
IV. Dan verfucht auch zuweilen eine Sunftion, in wel 
e* (oder a* d. h. e*.Zoga) vorfommt, dadurch zu inte 


, daß man dag Sintegral — e*-z feßt, und z noch zu 
timmen fucht. — Hat man z. 8. le; rien ge 
fest, und Differenziirt man links und rechte, fo ergiebt ſich ur 

Beſtimmung von z bie Gleichung ag tut: — 


Lann man nun aus letzterer Gleichung z finden (und wie — 
ms einer folchen Gleichung gefunden wird, Ichrt ein fpäteres 
pitel), findet man namentlich (ſey es auch nur durch Der; 


che), daß biefet letztern Gleichung durch z— = (welche 








k— — gi liefert) genügt wird, fo hat man 
e'x e* 
any &=i 
gefunden ). 


$. 17. 


Beitere Fortſezung ber integration tranfcendenter Zunktionen. — Integration trigono⸗ 
metriſcher Funktionen. 


Zu den Exponential⸗Funktionen gehören auch die trigono⸗ 
metriſchen, in fo fern sinx und cosx nichts anders als bie 


Erponential- Funktionen ae ei) und (le te”) 


”) Häufig kommt man auf dieſem Wege nicht anders zum Ziele, als 
daß man Durch Verſuche der Gleichung in z gu genügen fucht, in fo fern 
nimlich die ſyſtematiſche Auflöfung berfelben Gleichung die Kenntnig bes 
hier geſuchten Integrals wiederum vorausſetzt. 
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1 _ 1+r * 
rer; Va dı=— Sa -de=— Nog - klog 

oder 
rc 
Setzt man nun in 9) ſtatt m nic 3, 5, 7, ete., ſo erhält man *' 
* dx = — = +3log —— ——— 


x»’Vi—x° —— 











ver. 
J; m Ax* +3 Sy ir , 


‚4 __ N 1 2. 
F m l=- 6x* NE dx; 
u. ſ. m f. | 
Setzt man aber in 9) ſtatt m zunãchſt 2, 4, 6, etc. etc., ve 
hält man 


Sr = — Vize, 
x:2Yi x? 





. 1 Yi-x? . 
— ® mg r Ze yi—x? dx; 

1 .__. ix? 1 , 
N For —— —— — x? ‚dx; 


u. ſ. w. f. 
| . 1 | . 
Beifpiel 3. Soll — — gefunden werden, fo ſchreibe 


man ſolches zunächſt fo: /xT3.(2c—x)"3-dx; dann findet bie Formel 
IV. 1.) fogleich ihre Anwenduns, indem man a=2ec, b=-1, ai, 
m=g+4 md p=—; fest. Man erhält 


Fe = mer a [x 00-71. dx; 





yes s=- at + fe a „de, 
—y2 


welche —ã— gend fo Tange angewandt werden * Pr der Erpes 
nent von x im Zähler entweder o ober doch <A if. 


Beifpiel 4. Soll SER pam de oder S(a? +)" -dz gefun- 
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Sol alfo S(sin(px-+-g))? · dx gefunden werben, fo nimmt 
bie. Formel (sintpx + g))? = 4 — c0s2(px-tgq) und 
at fogleich 


D Cin(px- ) dx = 32 — gg ein Apx-Fg). 
Eben fo findet ſich | 
8) Soosps+ay = xt, in Apx-t-g). 


II. Gange pofitive Potenzen von sinx und cosx (und 
dam auch von sin(lpxt+q) und cos(px-+q)) Fönnen dadurch 
integrivt werben, bag man fie in Kofinus und Sinus von Viel⸗ 
fachen der Bogen umwandelt. Für die Potenzen der Koſinus 
hat man die Formel 

1) 27"°.(cosx)" = cosS nx-Fn, · cos(: — Nx 
+n,-cos(an—4)x + n,-cos(n—6)x+n, -cos(n— S)x. ., 
‚wenn man, im Falle n ungerade ift, bei dem mit cos x afficir⸗ 
tm Gliede abbricht, dagegen, fo oft n gerade iſt, bei Dem Gliede 
cos Ox oder 1 aufhört, defien Koefficienten aber nur zur Hälfte 
nimmt *%), während n,, n,, n,, etc. etc. die Binomial⸗Koeffi⸗ 
cienten ber nt Potenz eines Binomiums vorftellen, fo daß 5.2. 
= ee gedacht iſt. 
Für n=1, 2, 3,4, 5, 6, 7, etc. etc. erhält man hieraus: 

cOS x coOs x; 

2(cos x)? =cos?ı+1; 
A(cos x)? = cos 3x-+-3cos x; 


IM 


* erhält dieſe Formel, wenn man von Scosx—e-Le-: 
L 9b. 


an 

70. V. VL) ausgeht, diefe Gleichung zur nten Noten; erhebt, 
binomifchen Lehrfag anwendet, und in Defer Entiwickelungs » Keihe 
ejenigen zwei Glieder zufanımenfaßt, welche vom erſten ımd legten 
gleich, weit abfichen, weiche alfo auch gleiche (Binomials) Koeffi- 
cienten haben. Diefe zwei Glieder Laffen fich nämlich immer in bie Zorn 
ale ie 208] uſammenfaſſen und geben dann 2n,-cos (n— 2), 
viederum noch I. 38. §. 70. V. VI.). 


$. 
rechts den 
immer bi 
Gliede 
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S(cos x)* = cos 4x-+ 4cos 2x4+-3; 
16(cos x)® = cos 5x-+5cos 3x-+-10cos x; 
32(cos x)® = cos 6x+-6cos Ax+-15cos 2x 10; 4 
64(cas x)?” = cos 7x} 7cos 5x-+-21cos 3x} 3öcos x; 4 
u. ſ. w. f. 
Für die Potenzen der Sinus aber hat man die 


2) wenn n ungerade iſt 
grlpni, 














(sin x)” = 
sin nx—n, sin(n—2)x--n, sin(n—4)x—n, sin(n—6)x-+ .. 
3) wenn n gerade 
iR, (sinx) — 
eos 1—n,cos(n—2)x-tn,cos(n— A)xs—n, cos(n—6)x-t- —* 
ſobald man nur zur Rechten keine negativen Bogen zuläßt, ſon 
dern die Reihe abbricht, ſo wie der letzte poſitive Bogen erſch 
nen iſt, während i die VL vorſtellt, fo daß für nLu1 
et -1) = Ti, dagegn für n = Qu 
Pi — (—1"=T1 wird. In der Formel 3.) 
man noch überdies von dem legten Gliede nur die Hälfte uch 
men *), wie bie Entwickelung der Sormel lehrt. — 
Für n=1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, etc. ete. erhält man Gen 
aus in's Beſondere 
sinx—=-+sinx; 
Xsinx)? =—cos 2x+1; 
Alsinx)? = —sin 3s+3sın x; 
&sin x) = + cos4dx— Acos 2x4-3; 










1 ME ee 





*) Diefe beiden Sormeln 2.) und 3.) erhält man ganz auf biefelbe Weiſe 
wie die 1.) — Man geht nämlich von der Gleichung 2i-sinx — ei—e =! 
aus, erhebt folche zur nten Potenz, wendet zur Rechten den binomifchen Lehr 
fag an, und kann dann jedesmal das Paar von Gliedern, welche gleich weit 
vom erfien und legten Gliede abſtehen, zuſammenfaſſen. Solches Paar giebt 
einen Sinus, wenn n ungerade, einen Kofinus Dagegen, wenn n gerade if. 
Und if n gerade, fo gieht es jebesimal noch ein mittleres Glied, welches 
Teinen Gefährten findet, fo daß es ala die Hälfte feines Doppelten baftcht. 


6. 15. Integration entwickelt gegeb. Funktionen. 53 
J 









Dieſes letztere Integral Sz — dx Luft ſich nach derſelben Formel 
- sicht weiter mehr reduciren. 


Anmerkung Die Funktion Tox auf welche 





ih die Integration von —— dx zurückzieht, fo oft n 
(log x) 


eine pofitive ganze Zahl ift, fol weiter unten bei der Integra⸗ 
Kon mittelft unendlicher Reihen, noch einmal betrachtet werden. 


F. m m 1 
1 Seht man "tz, fo hat man x Kor, 
(m-Hi)logx=logz, und man erhält 


x“ 1 
Seas ® = og 
And ſetzt man bier wider ze, fo daß da=e‘.du 
wi, ſo findet ſ ich noch 


SE in Sn da -/7 ‚du. 


Dieſes Beiſpiel iſt übrigens unter dem Namen des Inte⸗ 
gral⸗Logarithmens bekannt. 


So ſchwierig und in endlicher Form unmöglich aber 
* -dz zu integriren iſt, fo leicht integrirt ſich Zogz-dz, 
indem man in der Formel (5. 4. N. 3.), welche ꝙ,da 
liefert, y=1, alſo Sm .d4a=z ſetzt. Man erhält dann 
ſogleich 











Tlog a · qu 2. log 2—2 = z(—1--log 2). 
Daffelbe geht auch aus der im Texte vorfiehenden Sormel 1.) 
berwor, wenn man n—=1 fekt. 
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$. 16. 


Hortfegung der Integration tranfcendenter Funktionen. — Integration einiger Erpenen 
tial⸗Funktionen. 


I. Zunächſt hat man (nach 8. 5. N. 3.) 
1) ſaꝰ · dx = 





log a | 
Hernach kann man die Funktion P-dx integriren, fo oft P du 
algebraifche Funktion von a” if. Gebt man nämlich a’ — , 
Bi _ Ä du 
fo hat man a“ · dx · log a ⸗ du, alſo d«= uDoga und P 
geht in P, über; fo daß man hat, 
P, 
9 | JP-«k = ng du. 

So oft daher das Iegtere Integral gefunden werben kann, I 
oft läßt fich auch das erfiere finden. 

Beiſpiel. Sp würde man}. B. erhalten 





1 1,00 

SE Ne m 
1. SR dann a'x".dx zu integriren, fo integrirt man 
‚ wieder theilweiſe, d. h. man wendet die Formel $. 4. N. 3.) 
an, indem man entweder a—ıy,, oder "—y, fehl. 


Man erhält dann fogleich, weil im erftern * S yırdz = Er 
im andern Falle dagegen Sy,-dx = * iſt, 
x gem! 
1) fax — ‚de; 
„art Ha 
2) faxr-dk=- rm —— ax 


Die 1.) dient alg — wenn n pofitiv, Die 2.) 
Dagegen leiftet daſſelbe, wenn n negativ ift. 


r 


: $ 16. Integration entwickelt gegeb. Funktionen. 5 
{ . 


Beifpiel 1. So findet man nach und nach, wenn die Formel 1.) 
wviederholt angensan! de wid, 
3 6 6 
Jız’.dz og Te tg 5* (log 5) 
und wenn m eine poſitive ganze Zahl ik 
| Ser. 














og 
— an F 
„__R ga-i, N -3__ 


Beifpiel q, Die Formel 2.), wenn fie wiederholt angewandt med, 
giebt ferner 


a, at  arloga | (loga)* gm“ 
„a7 x 1773 m dr 
R - 
wo wegen a'==e*.Joga, dad Integral von —-dx fich auf das Integral 


won E. Ax zurückführt, auf-mwelches in der Anmerkung zu $; 16) ber ſo⸗ 


& genannte Integral⸗Logarithme zurückgeführt wird. 
Iſt aber m abermals eine pofitive ganze Zahl, fa findet man, Church 
wiederholte Anwendung ber Sormel 2.) 


JE-8=-0% 


log a (log a)? (log a)*2 
| arte 11-1, Den *5* 
ayr 


9 
+ (n—1)! Zedr 


Beifpiel 3. Iſt n eine poſitive oder negative gebrochene Sohf, fo 
kann man beide Formeln 1.) und 2.) ohne Ende fort anwenden, fo daB - 
man jedesmal eine unendliche Reihe befommt. Go z. B.. giebt die For⸗ 
mel 1.) wiederholt angewandt ’ 


1.3-5 

SE ——— Vx 45555 at os reg gt” ) 

Wo aber die Reihe abgebrochen wird, da kommt immer noch ein Integral 
als Erganzungs⸗ Glied hinze, welches jeboch weggelaſſen werden kann, fo 

soft in einer Anwendung, wenn: die Eonftante für diefe Anwendung. beftimmt 

ift, für den beſtimmten Werth von x ber Werth diefes (Ergänungs 5) In⸗ 

tegrals als Hein genug nachgewiefen werden Tann. 

Wollte man auf daffelbe Beifpiel die. Formel 2 wiederholt anwenden, 
fo erhielte man 


. 
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Lu nn og 8x?(log a)? 
Ser" A - er + > 


wo jedoch hinfichtlich des Ergänyumgs- Integral Diefelbe Bemerkung 
werden muß, wie Furz vorher. 

III. Sf (P,-a').dx zu integriren, wo P, irgend : 
rationale ganze oder gebrochene Funktion von x vorftellt, f 
kann man flatt a* bie ihr gleiche unendliche Reihe - fegen 
man erhält 


[Pads = fPı-dc+ B% —— 





+ per per] 


ſo daß dag gefuchte Integral auf dieſe Integrale der rationalen J 
algebraifchen Funktionen zur Nechten zurückgebracht fich fieht. — 
Freilich muß man in den Anwendungen, wenn bie Conſtante 
dem Falle der Anwendung gemäß beftimme ift, erſt unterſuchen, 


od diefe für /P,-a*.dx erhaltene unendliche Reihe, für de 
beflimmten Werth von x auch wirklich convergent if. 
Beifpiel 1. Wuf diefem Wege findet fich 


n zart „nt? x" log a, artjor zT (loga) zutt(2og a)? 
de "tr at) t n) int 3) T3ntA) tr“ 
Sollte aber n negatit ganz feyn, &B. n=—r, fo würde eines dieſer 


Glieder die Form nn annehmen. Daffelde Glied iſt aber das 
Integral yon dem Gliede x — und giebt daher, nnmittelbar in⸗ 
tegrirt, logx, welches alſo am die Stelle von —— 
geſetzt werben muß, 


Beiſpiel 2, Man wendet dieſe Integration durch unendliche Reihen 
euch auf das J von —dr, auf weiches ſich der Integral⸗Loga⸗ 





gühme Top „da (nad; Anmerkung au $. 15.) wrüczieft, an. Man 
Dat dann J 
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dl logx+ a ET ET r Er, 


dei wenn man az fest, übergeht in 

* aleguos + Rt 38 1 ER gERRT 
IV. Dan verfucht auch zuweilen eine Funktion, in wel 

r e*coder a* d. h. e*.Zoga) vorkommt, dadurch zu inte 

ren, bag man das Sintegral — e*-z feßt, und z noch zu 


kimmen ſucht. — Hat man 5. B. [E55 5 .dx = e'.z ge 
t, und differenzlirt man links umd rechte, fo ergiebt fich ur 
flimmung von z die Gleichung ag tut: — 


nm man nun aus letzterer Gleichung z finden (und wie ' 
8 einer folchen Gleichung gefunden wird, Ichrt ein fpäteres 
pitel), findet man namentlich (ſey es auch nur durch Der 











he), daß diefet letztern Gleichung durch 2 Een (welche 
Son 7 F liefert) genügt Wird, ſo hat man 
e’x e* 
—d= | 
Sara i+x — 
unden *8). 


$. 17. 


itere Fortſezung ber Integration tranſcendenter Sunktionen. — Integration trigono · 
metriſcher Funktionen. 


Zu den Erponential- Funktionen gehören auch die trigono⸗ 
triſchen, in ſo fern sınx und cosx nichts anders als bie 


ponential» Funktionen ar(e“ ec) und Keite”*) 





”) Häufig kommt man auf biefem Wege nicht anders zum Ziele, als 

man durch Verſuche der Gleichung in z zu genügen ſucht, in fo fern 
lich die foftematifche Auflöfung berfelben Gleichung die Kenntniß des 
r gefuchten Integrals wiederum voraudfegt. 
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Diefelben Refultate würde man aber auch fogleich bekommen, wen: 
man ſtatt sinbx, cos bx ihre Exponential⸗Ausdrücke fegen wollte. 

VII Im Allgemeinen kann man bei jeder zu int 
trigonometrifchen Funktion von x, fo wie Dies bisher ſche 
öfter gefchehen ift, irgend einen Sinus, Kofinus, irgend eh 
Tangente etc. etc. von x, einem neuen DVeränderlichen z g 
fegen, und häufig wird dadurch das Integral auf ein irre 
nales, zumellen auch auf ein rationales zurückgeführt, we 
nach den vorhergehenden Paragraphen gefunden werden Fann. « 
Auf diefem Wege findet fich z. B. indem man iunx—=z 
cosx—=y fehl, 








f 1 = —D .cosx--Vb?—a®.sinz 
a+b.cosx | a--b-cosx 

— e7 ‚I Zt —-a.cos ) 

auch — Va? cos \a--b-cos x ) r 

$. 18. | j 

integration durch unendliche Reihen. 3 


Wenn aber alle Verſuche zur Sintegration einer gegebenem 
Sunftion in endlicher (gefchloffener) Form mißlingen, fo fuche 
man das Integral mittelft unenblicher Reihen ausgedrückt sd 
erhalten. f 

I. Dazu kann man zunächft die allgemeine Integrations⸗ 
Formel des 8. 2.) gebrauchen. 

NH. Um aber bequemere Reihen zu bekommen, ſucht man 
lieber die gegebene Funktion vor ihrer integration in unend 
liche Reihen zu vertvandeln, und integrirt dann jedes Glied die⸗ 

ſer Reihe. 


* Pr 1 . 

) Auf diefes integral kann man wieder J; SFag-emae % zurück⸗ 
führen, indem man —cos 2 ſtatt sinx? fchreibt, und dann 
2x=y fehl. | 


ge 
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Sol alfo SCsinfpx-H-g))*-dx gefunden werben, fo nimmt 
die Formel (Csautpx-+qg))? = 4—2c0s2(px-4gq) und 
at ſogleich 


N  S(anlpx+ g))’ -dx= 4x — — Apx-F-g). 
Eben fo findet ſich 
5) Soodpx+gy-i= Ist, ein Xpx+Q 






| III. Ganze pofitive Potenzen von sinx und cosx (und 
Bann auch von sinfpx+g) und cos(px--q)) Eönnen dadurch 
äntegrirt werden, daß man fie in Kofinus und Sinus von Viels 
- Fachen der Bogen umwandelt. Für die Potenzen der Kofinus 
hat man die Formel 
49) Pi.(lcosx)" = cos nx--n, -cos(:—2)x 
--n, :cos(a—4)x-+-n,:cos(in—6)x-+n, -cos(n— 8x t-«:-, 
wenn man, im Sale n ungerade if, bei dem mit cos x afficirs 
ten Gliede abbricht, dagegen, fo oft n gerade ift, bei dem Gliede 
cos Ox oder 1 aufhört, deffen Koefficienten aber nur zur Hälfte 
nimmt *), während n,, n,, n,, etc. etc. die Binomial» Koeffl 
cienten der nien Potenz eines Binomiums vorftellen, fo daß 5.2. 
n, „- R- Dann 3) —* —* D gedacht if. 
Für n=1, 2, 3,4, 5,6, 7, etc. etc. erhält man Dia: 
COSX = COSX; 
%cos x)? =cos?%ı +1; 
A(cos x)? = cos 3x 3008 x; 


*) Man erhält diefe Formel, wenn man von 2cosx—er-Le”i 
1. 3b. 6. 70. V. VL) ausgeht, dieſe Gleichung zur nten Potenz erhebt, 
rechts ben binomifchen Lehrfag anwendet, und in Defer Entwickelungs Reihe 
immer diejenigen zwei Glieder zuſammenfaßt, weiche von erften und letzten 
Gliede gleich weit abſtehen, welche alſo auch gleiche (Binomial⸗) Koeffi- 
eienten haben. : Diefe zwei Glieder laſſen fich nämlich immer in die Form 
n[e® ie] uſammenfaſſen und geben dann An,-cos(n— Mn), 
wieberum nach I. Bd. $. 70. V. VI). 
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S(cos x)? = cos 4x-+ 4cos 2x+-3; 
16(cos x)® = cos 5x-H-5cos 3x-+-10cos x; 
32(cos x)® = cos 6x-+-6c0s Ax+-15cos 2x #10; 
64(cas x)’ = cos 7x-+7cos 5x-+-21cos 3x} 30c0s x; 
u. ſ. m f. 
Für Die Potenzen der Sinus aber hat man die 50 
2) wenn n ungerade iſt 
ae u Ein x ⸗ 
sin nx—n, sinin -)x-Pn, sin(n—A)x—n, sin(n—6)x-t · 
3) wenn n gerade | 
gmiB,(sinx)" — 
cos nx—n,cos(n—2)x-tn,cos(n—A)s—ı, cos(a—6)x-t- 34 
ſobald man nur zur Rechten keine negativen Bogen zuläßt, fon 
dern die Neihe abbricht, fo wie ber letzte pofitive Bogen erfı 
nen iſt, während i die Y—1 vorfiellt, fo dag für n — 2u-H 
et _ 7 (—1)"— 71, dagegen für n = u 
?=i#—-(-1"=T1 mir. In der Formel 3) 
man noch überdies von dem legten Gliede nur die Hälfte ne 
men *), wie die Enttoickelung der Formel lehrt. — 
Für n=1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, etc. ete. erhält man hie 
ang in's Beſondere 
sinx—=-F-sinx; 
sin x)? = —cos 2x+1; 
Alsin x)? = — sin 3x +-I3sin x; 
&(sin x)* = cos dx— 4cos 2x-1-3; 





*) Diefe beiden Formeln 2.) und 3.) erhält man ganz auf biefelbe N | 
wie bie 1) — Man geht nämlich von ber Gleichung Ai-sinx—el—e" 
aus, erhebt folche zur nten Potenz, wendet zur Rechten den binomifchen Lehr⸗ 
fag an, und kann dann jedesmal das Paar yon Gliedern, welche gleich weit 
vom erften und legten Gliede abſtehen, zuſammenfaſſen. Solches Paar giebt 
einen Sinus, wenn n ungerade, einen Kofinus Dagegen, wenn n gerade if. 
Und it n gerade, ſo gieht es jedesmal noch ein mittleres Glied, welches 
keinen Gefährten findet, fo daB es als bie Hälfte feines Doppelten daſteht. 
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' 16(sin x)? = + sin 5x — sin. 3x4 10sin x; 
- 3%sinx)® = — cos 6x+-6c0s dx— 15c0s 2x-+-10; 
6Alsın x)? = — sin Tx-}-Tsin 9x —21sin 3x +-3dsin x; 
u. ſ. w. f. 
Iſt alfo 3. B. zu integriren (cos x)* dx, fo hat man 
2 S(cos z)*-dx= 5,/cos Ax-dx-+ 5c0s 2x-dx-I-/} dx 
m ygsin ix-4sin 2x-F ix. 
Iſt aber zu integriren (si='x)’-dx, fo findet fich 
Kein x)’. dx = — i/sin3x-dx-H-}/sinx-dx 
=-L-y7,008 IX — 2008 x. 
IV. Soll das Produkt sinx” cos x". dx integrirt werben 
fiehen verfchiedene Wege offen. 
A. Setzt man nämlich sinx=z, fo hat man 


vos x — I-2 = (1-22)? und cosx-dx=dz, alfo 
k—(1—22)%-dz; folglich wird 


- 2—1 
1) [sin x”cos "dx = [z".(1—z°) ° „dz. 
Hätte man. aber cosx=u gefeßt, fo daß —sinx.dx = du, 


Bin x — (A— u)? und d«=—(1—u?) "7. du geworden 
wäre, fo würde man erhalten haben 


ni 
2) sin x"cos »#.d« = —fu’1—u?) ? -du. 
Jebes dieſer beiden Sintegrale zur Rechten in 1.) und 2.) ge 
hört nun zu denen, welche wir im $. 14.) bereits behandelt ha⸗ 
ben. — Sind aber m und n pofitive oder negative ganze Zah⸗ 
len, und iſt n ungerade, fo ift das Integral in 1.) zur Nechten 
rational und kann ohne Weiteres integrirt werden; ift Dagegen 
:m ungerade, fd wird das integral in 2.) zur Nechten rational 
‚und fogleich (nach $$. 7.—11.) gefunden. — Gind aber m 
and m beite gerade Zahlen (pofitio oder negativ), fo führen bie 
Rebuktions⸗Formeln des $. 14. IV.), wenn folche Zederholt 


angewandt werden, das Integral ſogleich auf oder 
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Diefe Reihe convergirt ſchuel, wenn x ziemlich groß iſt; will man «ba 
haben, daß die für diefes Integral zu findende Reihe dann ſchnell convergit 
wenn x von I nur menig verichichen, alfo wenn x—1 ehr Hein ik, ſt 
fege man x—l-.u ſo daß x=i+tu, z?—1=Iutu? wi, 


ordue (X? 1)78 dd (dutur)d nach dem binomifchen Lehrfeg 
nach ſteigenden Potenzen u u, und integrire dann. Dies giebt 
2 3 

S ie (1-5 J3' 44373 I-rsrat)VE 
wo fatt u noch x— 1 gefent werden muß. 

Il. Da es aber überhaupt nur darauf ankommt, die g 
integrirende Funktion in eine Reihe integrirbarer Glieder zu ver 
wandeln, fo wird man nicht in allen Fällen gerade nach Pe 


ugen von x, oder nach Potenzen von — ordnen, ſonder 


nur in integrirbare Glieder und mit dem Vorbedacht, daß ma 
im Eundreſultate Reiben bekommt, welche fir den befondere 
awech, den man gerade fich gegeben hat, bequem berechenbar fin! 








Wollte man alfp 4. ©. — -dx_ integriren (welches Integr 
— x2 
m den eipsifchen Tranfeendenten gehört), und wollte man das Integr 
baben für den Fall, daß e fehr Flein ift, fo würde man Vi—e?x? na 
ſteiuenden Potenzen von e ordnen Cmittelft des binomifchen Lehrſatzes) u 
da De einzelnen Glieder, welche von der Form — .e= find, na 
— x? 
aus Verſahren des 8. 14.) Beiſpiel 1.) integriren. Man erhält dann 
ML el ll 
u) — = mt (* 1—x 15%) 
-— 1-3 1 
Ta [Cr x»>+20x y1ı—x? —I.3sn" 
I: I. 4 1. 3. .35 3:31 
+ Jh: — +7. 4.6 N— x— 4-6 sin 
-P ele, ete. ote. 
GR uber daſſelbe Integral gefunden merden für den Fall, daß e von ' 
J Na jahr wenig verfchieden ift, alfo daß 1—e fehr Hein if, fo kann m 


rau fegen, fo daß m fehr Hein if, die gegebene Funktion 


N Vz umfermen, dann hiervon mittelſt des bino 
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u Schrfages ben zweiten Faktor nach Potensen bes fehr Eleinen m ordnen, 
man bekommt lauter Glieder von —— Form 


8 am" 
i 1 


Und MI ——— 
vu Yu —x°)(a+2) 


= (a+x)3 nad) Potenzen von x entwickeln ‚ und dann lauter 


dx u integriren, fo würde man 





von ber Form B = dx zu integriren haben. 





= 
Goltte aber 1 ‚dx integrirt werden, fo Eönnte man 
| (2cx—x?)(b—x) 

> ober b—_x)3 nach Potenzen von x entwideln, und man 


dann Iauter Glieder von der Form 
| B ——. 
vac x? 
integriren, was nach den Beiſpielen zu $. 14.) geſchieht. 
Dieſe Beiſpiele gehören übrigens alle zu den elliptiſchen Tranfeendenten. 
IV. Hat man aber eine Reihe von Gliedern zu integriren, 
che fich auf diefe Form bringen läßt, nämlich 


9) (AHARU+A,U+A,U--A,U,t)Vrcdx, 
p fehe man zu, ob fich nicht er dx werde in enb- 


licher Form integriren laffen, verwandle dann dieſes integral 
in eine Neihe, die nach ganzen Potenzen von a forkläuft, und 
fe zuletzt in dieſer Neihe flat der Potenzen a°, a!, a?, a?, 
at etc. etc. bezüglich die Koefficienten Ay, Ay, An, As, As 
etc, etc. und man hat dag integral der Reihe ©.). 
Es ift nämlich das integral der Reihe ©.) offenbar 
SAyt\ V. dx pA, JUV-.dx + A, U2V. dx 
A, fU’V.d-+--- 


Dagegen ift, wenn man flatt u die ihr gleiche 8 















Potengen von a georoͤnete Reihe ſetzt, offenbar auch 
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m footg x-dx — SZ dr se login x; 
8) Jtgx- vo fer, x—=—log cosz; 


9) Sonscox.de= |, 1x= log ig 4x5 
nm. 1 
10) | Ssec x-dx = de = log ig H«-+2); 











dx 


, Simx.cosx  ogigx”) 
Als befondere in obigen Reduktions⸗Formeln enthal 
Säle mag man auch noch hervorheben: 


1) ferk= Er pigx nd 


11) 


cotg x 


13) fooig x" in Er Jong 27-9, dx 





N Man erhält N. 7), wenn mn sin, NM 8.) dag 
wenn man cosx—=x fert und $. 4. N. 4.) anwendet. — Die N 
geht hervor, wenn nian cosx = z ſetzt; deny dann wird — sin x-dx: 


und sinx sinx? OR 


halb wird JSaz%= — ober auch, wenn man bie Conf 


Hog (— 1) addirt, = log? * = = log J = log ig 31 


Die N. 10.) erhält man aus N. 9.), wenn man Ix—-r—s ſetzt; 
direft, wenn man sinx==z fest. — Die 11.) endlich geht aud 
N. 9.) hervor, wenn man bemerkt, daß sinx-cosı =zsinz if, i 
3x =» gefekt wird, | 
**) Sumeilen befommt man ein Integral auf ſich felber redueirt, 
4. B. giebt $. 4.) N. 3), wem man pP cosx -fet, unmittelbar 
Jsinx-cosx-dx = sinx?— /sinx-cosx-dx, 


Bringt man nun das Integral rechts auf die linke ec, fo erhält. 
fogleich 





Jsin xscosx-dx = isinx?; 


Zweites Kapitel. . 





Eigenfchaften der befondberen und beffimmten Integrale. Der 
Zaylor’fche und der Marlaurin’fche Lehrfag mit dem Er- 


gänzungs⸗Gliede. 


$. 19. 

I. Zu jeder für X, ˖dx gefundenen Funktion . muß 
noch eine willkührliche Conſtante C abdirt werden, wenn man 
einen Ausdruck Haben will, welcher alle Integrale in fich 
ſchließt. In den Anwendungen muß man dann unter allen 
dieſen verfchiedenen, durch Y,--C ausgebrücten Integralen 
dasjenige herausfuchen, welches noch einer, dem befonderen Falle 
der Auwendung eigentbümlichen Bedingung genügt; d. 5. mit 
andern Worten, in jeder befonderen Anwendung muß diefe will; 
führliche Conſtante noch näher und Diefer Anwendung ge 
mäß beſtimmt werden. 

Man beſtimmt aber dieſe Conſtante C jedesmal dadurch, 
daß man, wenn y das geſuchte beſondere Integral vorſtellt, zu 
irgend einem Werth a von x, den zugehörigen Werth A von 
y kennt. Es ift nämlich dann, außer 


1) y—.,F0, auch noch Y A=y,+C; 
und dieſe Ießtere Gleichung giebt C, fo dag, wenn man. diefen 
Verth von C in die erfiere Gleichung y=Y,-C ſubſti⸗ 


tuirt, das gefuchte beſondere Iutegral das nachſtehende wird, 
nämlich: 


3) y= BA, | 
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Diefelben Refultate würde man aber auch fogleich bekommen, ven 
man flatt sinbx, cos bx ihre Erponentials Ausdrücke fepen wollte. 

VO. Im Allgemeinen kann man bei jeder zu integrirendei 
trigonomgtrifchen Sunktion von x, fo wie Dies bisher fg 
öfter gefchehen ift, irgend einen Sinus, Koſinus, irgend ch 
Tangente etc. etc. von x, einem neuen Veränderlichen z glaf 
feßen, und häufig wird dadurch das integral auf ein irrat 
nales, zuweilen auch auf ein rationaled zurückgeführt, welche 
nach den vorhergehenden Paragraphen gefunden werden ann. «4 
Auf diefem Wege findet fich 5. DB. indem man sinx—=z oh 
cosx—y ſetzt, 















f 1 de 1 I ae NE - 
a+b:coosx Yb—ar | a--b-cos x | 
4: b--a-cosx\ , 
auch — Va? —b? cos Gr en) ) 
$. 18. 


integration dur unendliche Reihen. 


Wenn aber alle Verſuche zur Integration einer gegebenen 
Sunftion in endlicher (geichloffener) Form mißlingen, fo ſucht 
man das Integral mittelſt unendlicher Reihen ausgedrückt zu 
erhalten. 

I. Dazu kann man zunächſt die allgemeine Integrations 
Formel des $. 2.) gebrauchen. 

I. Um aber bequemere Reihen zu bekommen, ſucht man 
lieber die gegebene Funktion vor ihrer Integration in unend 
liche Reihen zu verwandeln, und integrirt dann jedes Glied die⸗ 
ſer Reihe. 


1 


H Auf diefes Integral kann man wieder Name «dx zurüds 


führen, indem man &—zcos 2x fiat sinx? fchreibt, und Dann 
%x=y fe. 
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Beiſpiel 4. So finder fih, mern fuzz-dx geſucht mi, 





1 1 2 3 « s 
et re 
glich, wenn man integrirt, | 
1 _x_ x? , x” xt 
3 Ser ntret 
wonet man aber die Reihe für * nach fallenden Potenzen von x, 
imlich | 
j 1 _ 1 1 a ,a® a’ 
—— x+ta zotz „ts 
ı erhält man noch 
1 a a? a? a* x 
ß) as alt get ); 





”) Kann man f ade = log (a+x) finden, fo bat man für 
affelbe integral zwei Ausdrücke, nänli Zog (a--x) und eine der beiden 
mendlichen Reihen a.) oder 8.) oben, melche nur um eine Conſtante ver⸗ 
chieden ſeyn können. Beftimmt man nachgehends in dem einen die Con⸗ 
Bante C fo, daß beide für irgend einen beſtimmten Werth von x einander 
Neich werden, fo hat man eine für jedes x richtige Gleichung. Go findet 
ch alſo zunächſt 

2 3 « 
lg a +9) = 04 at et 
nd fir x—=0 noch 
# x x? , x’  x* 
1)  doglatx)=logat—— a a aa +. 
Wollte man aber die Reihe B.) dazu verwenden, fo hätte man an- 


loga=C; |, 


a? 3 4 
(II. log(a+x) = CHlgxt —-3st33- 0 
nd für x—=1 | 
log 142) = C+a— za? +42’ — za*-+ --- 
bh C=0; weil die zur Rechten von C folgende, nach Potenzen von 
ı geordnete Reihe genau Zog (1-2) il. Alſo hat man 


a a? a’ „+ 
Y) lga+2)=logxt - gatz33 ut 
Man kann auch, um die Gonfiante C zu beſtimmen, zuvor in der 
Gleichung 5.) logx auf beiden Seiten fubtrahiren, und man erhält 
5* 


e 
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und während das erfiere Integral (a.) für fehr Fleine Werthe von x fd 
eonvergirt, iſt dies. bei dem zweiten CB.) für fehr große Verthe vo 
der Fall. 


Beiſpiel 2. So findet fih, wenn (57. Xre ix geſucht wi, 
41 xt x‘, x° , 
Fr re ur Ber u u 
alfo, wenn man integrirt, 


x 
e)- SA .4=,— tar mat 
Ordnet man aber die Reihe für nach fallenden Pot 


von x, fo hat man 


a 
ax? 
—— — 4 — tu 
az 240 2 ige? 
folglich wird abermals | | 
a a, a? a® a? x 
2 eat eten” 
2 3 
(HE) SCH tr 
Setzt man dann x unendlich groß, fo erhält man 
0=C. 


*) Weiß mon, daß 45 Pe d=- * iſt, ſo hat man 
der aus a.) | | 


während hieraus flir x = 0, 50 —C hervorgeht, fo daß O 

nommen werden kann, wenn man den Fleinften Bogen haben will. 2 
1 xx x’ x? 

3) 1g a ar te 7et 

Nimmt man die Reihe B.), fo erhat man zunãchſt 

1 x __ 24 a’ a? 

ig a = ten 

Nimmt man nun bier x- —8*8* groß, fo bat man rechts 6 

während linkz der Bogen flieht, deffen Tangente unendlich- groß wirl 

alſo = ir ift, wenn man den Hleinften dieſe Bogen nimmt. Aſ⸗ 


1x a? 
4 — S I — — — 006 
N ga" tar 3x? it " 


N 
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— — Gt Yarar dx y. 403° dx y. 433 
+ t Yioaa It y,_d 
Is ft 2, —p, offenbar die Summe aller unenblich-vielen 
muendlichsEleinen Zuwachſe y-dx, welche p, nach und nach er: 
Bitten bat, um endlich bis zu m, anzuwachſen *). — So erklärt 
BE fi, warum man dag Summenzeichen / zur Beeichnung 
Eines Integrals gewählt hat; und da b auch ganz beliebig feyn, 
within felbft Durch das unbeftimmte x erfegt werden kann, fo 
Rad ferner Hierdurch auch die obigen Nebens-Arten erläutert, 
ſobald man. flatt des Wortes „Integral! das gleichbedeu: 
kende „Summe von Differentialien!! geſetzt fich denkt. 
Der nächfte Paragraph fol aber diefen wichtigen Sag, auf 
weichen Hier hingedeutet if, fireng wiſſenſchaftlich entwickeln. 


— $. 20. 

| HE a<b, und wird die Differenz b—a im unendlich 
viele gleiche Theile getheilt gedacht und jeder Theil durch dx 
bezeichnet; und fol die Summe der unendlich vielen Produfte 
J. dx gefunden werben für alle die unendlich-vielen von a bis 
b hin ſtetig neben einander liegenden d. 5. um dieſes unend- 
üih-Eleine dx von einander verfchiedenen Werthe von x, — 
ſo iſt ſolche Summe allemal 


—Aydx ober My · dx, 
d. h. — —p, win /ydx—ꝙ, ſich findet; ſobald 
nur y für alle Werthe von x zwiſchen a und b beftimmte Wer⸗ 


he Hat, und namentlich nicht die Form 4 annimmt *. 


"Daß dieſe Zuwachſe auch zum Theil oder alle negativ ſeyn können, 
verſteht fich von felbft. 

*) Derfelbe Say ftcht für ganze Crationale) Funktionen von x bereits 
im J. Bd. $. 111.) entwidelt. “ 
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Diefe Reihe convergirt fchnell, wenn x ziemlich groß iſt; will man 

haben, daß bie für diefes integral zu findende Reihe dann ſchnell 
wenn x von 1 nur wenig verichieden, alfo wenn x—1 fehr Hein if, 
fge mn xs—-i=u, pdf x=1+u, x—1=2u-tu? 


ordne (x? —1)73 d. h. (2u+ur)d nach dem binomifchen | 
nach feigenben Potenzen vom a, und insegrire dann Died sit 
Ss «= (33 3 t743 7 1400 0) 
mo flatt u noch x—1 gefert werden muß. Ä 
IT. Da es aber überhaupt nur darauf ankommt, bie 
integrirende Funktion in eine Reihe integrirbarer Glieder zu ver 
wandeln, fo wird man nicht in allen Fällen gerade nach Pe 


tengen von x, oder nach Potenzen von — ordnen, ſondern 
nur in integrirbare Glieder und mit dem Vorbedacht, daß 


im Endreſultate Reihen bekommt, welche für den befonderm 
Zweck, den man gerabe fich gegeben hat, bequem berechenbar find. 


Vier? —e?’x? 
Wollte man alfo 4. B. -dx_ integriren (welches 
f Va (welches Integral 


zu den elliptifchen Tranfeendenten gehört), und wollte man das Integral 


haben für den Fall, daß e fehr Flein if, fo würde man Yi—e’x? nah 
fleigenden Potenzen von e ordnen (mittelft des binomifchen Lchrfages) und 


Im 
dann bie einzelnen Glieder, welche von der Form TE em find, nad 
—x? 


dem Verfahren des $. 14.) Beifpiel 1.) integriren. Man erhält dann 














1) —— *. x, J— ) 
CGA VTF — 


1.1.3 1-.3-5 
137. —A +, 53 +35 1% or- 237 m 
+ etc. etc. etc, 
Soil aber daffelbe Integral gefunden werden für den Sal, daß e von der 
1 nur fehr wenig verfchieden if, alfo daß 1—e fehr Hein ift, ſo kann man 


1 — . 

——n fesen, fo daß m fehr Eein iſt, die gegebene Funktion in 
YeVT_ex . ’ ni 
er N +7 umformen, dann hiervon mittelft des binomi⸗ 
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Anmerfung Man kann auch in der Gleichung I.) dee 

20.) nach und nach ſtatt h die verſchidenen Werthe 

&, E15 525 Ey 52459 

su gleicher Zeit ſtatt x nach und nah bezlglich die Werthe 
| alte, a-t.+2,, ats+ei tee,» fegen, (während 
:+:.+2.++5.=b—a nimmt) und zulegt alle 
Reichungen addiren. Man erhält dann wiederum genähert 
1.7. dx — ey, t8 Yurıt &z or, T a Tay,: 
Diefes Verfahren würde dann vortheilhaft werden Fönnen, 
die Werthe von y einzelne Stellen haben, an denen fie 
end rafcher abnehmen und wachfen, als an andern, weil 
an bdiefen Stellen die Werthe ber verfchiedenen = um fo 
nehmen kann, wodurch eine größere Genauigkeit ers 
wird. 



























$. 22. 
Nimmt man in den Sjutegrations: Formeln des $. A.) bie 
x a anfangenden Integrale, fo nehmen fie die nachftehende 
an; nämlich 
SA 9,48 = AS Pd; 
Sera Ps u). dx = ta, -dx mn] MAL dx; 
S., 0,99). = x 09,S II-dx. 
mt man aber in dieſer dritten Formel ftatt p-dx nicht 
B mit x—a anfangende Integral, fondern irgend ein ande 
befonderes Integral, welches durch x, bezeichnet feyn mag, 
nimmt diefe dritte Sormel folgende Form an: 
1 Jar dr = (9,7, 9,7) fu, 09,): dx, 
X, = fb.dx iſt. | 
Fãngt in der Gleichung 4.) des $. 4.), nämlich in 
Jp: dx = f(p-8x,).dz, 
das integral nach z mit z—=a an, fo muß das integral nad). 
x, mit x o anfangen, wenn a der für z=a hervorgehende 
Werth von x if. Man hat alfo | 


„MI Sg KT |,.,(P 0) 47, 
— | 
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[ea = SV-dx-Ha fUV.ds-ta?/U2V.dx 


a? [U°’V. dx. “ 
und daraus fällt das Gefagte in die Augen. 


Wollte man alfo die Reihe integriren, auf welche man in dem 
fpiele zu HL) gefiofen if, nämlich . 


I—ex 4, 
(At At Arer rt — 


fo dürfte man nur ſtatt U jetzt n(1 4x)5, und ſtatt V jetzt 
ſetzen, und es käme dann alles nur darauf an, die Funktion 








VTAx dh a, a Vie 
Vi—l—ad+R)) °° Yi-z | 1-atz Yi-r 


zu integriren, welche Sintegration nach $. 12.) II.) durchgefent werben Fam. 


weites Kapitel. . 





. 


"Eigenfchaften der befonderen und bekimmten Integrale. Der 
” Taylor’fche und der Marlaurin’fhe Lehrſatz mit dem Er: 
gänzungs⸗-Gliede. 


$. 19. 
I. Zu jeder für X, ˖dx gefundenen Zunftion y_ muß 
t noch eine willkührliche Conftante C addirt werden, wenn man 
; einen Ausdruck Haben will, welcher alle Sutegrale in fich 
fließt. In den Anwendungen muß man dann unter allen 
dieſen verfehiedenen, durch Y-C ausgedrüdten Integralen 
dasjenige herausſuchen, welches noch einer, dem befonderen Falle 
der Anwendung eigenthümlichen Bedingung genügt; d. h. mit 
andern Worten, in jeder befonderen Anwendung muß diefe will; 
führliche Eonflante noch näher unb Diefer Anwendung ge 

mäß beftimmet werden. 
Man beftimme aber diefe Conſtante C jedesmal dadurch, 
daß man, wenn y das geſuchte beſondere Integral vorſtellt, zu 
itgend einem Werth a von x, den zugehörigen Werth A von 
y kennt. Es iſt nämlich dann, außer | 

) y-=y+C6, auch noch 2) A=y,+6C; 
und diefe letztere Gleichung giebt C, fo daß, wenn. man. diefen 
Werth von C in die erfiere Gleichung y — , C fubfli- 


tuirt, dag geſuchte beſoudere Iutegral das nachſtehende wird, 
nämlich: 


3) I J— BA, > 
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welche Form umgekehrt fogleich wieder u x=a 
y=A liefert. 

Da nämlich ‚die Eonftante C von x unabhängig if 
behält fie für jeden andern Werth von x denfelben Werth, 
fie bei irgend. einem Werthe a von x gehabt bat. Jedoch 
Dies letztere nur fo Jange, als nicht die Stetigkeit der Funkti 


.X'oder y unterbrochen wird. Wird nämlih z. B. X= 

fowohl für x=o, als ah fr x=B (wem 
f, , 

X = Ro) —B) ſeyn ſollte) tritt aber dieſer Fall 


feinen der Werthe von x zwiſchen & und B ein; und liegt 
lich a zwiſchen & und B, — fo wird die Eonflante C für 
Werthe von x zwifchen & und ß, benfelben Werth beha 
ben fie für x=a gehabt hat; es ift aber vorauszuf 
‚dag, während y berfelben Aufgabe d. 5. demfelben Falle 
Anwendung entfpricht, die Conſtante C einen andern Werth 
nehmen werde, fo oft man y für Werthe von x haben 
welche außerhalb dieſer durch « und B begrenzten ſtetigen 
der Werthe von x liegen follten; und zwar einen andern W 
für die reellen Werthe von x, welche dem  vorangehen, 
vielleicht wiederum einen andern. Werth für die reellen We 
von x, welche dem ß folgen (wenn a <{ß vorauggefeßt 1 
den iſt). — Wir werden auf diefen wichtigen Punkt, auf 
chen in der Regel zu wenig oder gar nicht aufmerkſam gem 
wird, bier nicht weiter eingehen, und verteilen nur noch 
das Beifpiel in der Anmerkung‘ 2.) zu $. en im näch 
Kapitel. 


Es iſt das allgemeine Integral yon x" .dx offenbar au 
drückt durch 


I= — 5* 
ſou abe y=A werden für x=a, fo erhält man 
zuti_ anti 


ar 
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rd foll y für x=a ber Null gleich werden, fo hat man 
+ 





II. Wird in einem allgemeinen Integrale Die Conftante 
> der Bedingung gemäß beftimmt, daß der Werth deffelben, 
venn x a gefeßt wird, der Null gleich werden fol, fo ſagt 
man: „dag Jutegral fange mit x=a am, oder auch 
red fey von x—a bis x—=x genommen, oder endlich 
„es fey zwiſchen den Grenzen x=a und x—x ge 
aommen.“ 

Ein ſo genommenes Integral iſt allemal ein beſonderes 
(vergl. $. 3.). 

Sol alfo von x”.dx das mit x=a anfangende integral ge: 
wonmen werben, fo erhält man folches 
zuti__ „m a m+i1 
— — 

Man wird aber ein ſolches Integral nur für alle diejeni⸗ 

gta Werthe von x gelten laſſen, welche dem a ſtetig und fo 
lange vorangehen, oder fletig und fo lange folgen, bis man zu 
einem Werthe von x gelangt, für welche die Stetigfeit der Wer: 
“fe von pP, oder X, unterbrochen wird, weil: von da ab bie 
Eonftante einen andern Werth annehmen kann (nah J). 

IN. Wird in einem, folchen befonderen Sintegrale /[Xx-dx, 
welches mit x = a anfängt, flatt x noch ein beſtimmter Werth 
b gefegt, fo nimmt das integral einen völlig beftimmten Werth 
an, und hört auf eine Funktion von x zu feyn. Diefer be 
Rimmte Werth heiße ein beftimmtes Integral, und man 
fagt von felbigem:; „es höre mit x—=b auf," oder auch 
nes fey von x=a bi8 x—=b genommen;" oder endlich 
„es fey zwifchen den Grenz: Werthen a und b von x, 
genommen.“ 2 

Diefer Werth b wird im Allgemeinen größer wie a ge 
dacht, Eanıı aber auch <a ſeyn. Dagegen muß er unter den, 

dem a fletig anliegenden Werthen von x fich befinden, inner 
halb welcher die Conſtante C einen und denfelben Werth be- 
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"Hält, weil außerdem der Werth des beftimmten Jntegrale 
unrichtiger ſeyn Eönnte. 

IV. Sf aber ꝙ, irgend ein befonderes Integral 
X,.dx, fo if 

1) gtrC das allgemeing 

2) 9-9, das mit x=a anfangende, 

3) ATR das swilchen den Grenzen x — a 

x=b genommene integral. 
Diefe verfchiedenen Integrale und Werthe bezeichnen 
aber der Reihe nach durch 

1) SX-dız 2) SI -dx oder —* 

und 3) S.X-d ober S'X-dx. 
Bei dieſem letztern, zwiſchen und b genommenen © 
gral von X nach x, fegen wir alfo namentlich voraus, 
X felbft für Eeinen der, zwiſchen a und b liegenden We 
"von x, und auch nicht für x—=a oder x=b, die F 
nn annehme. 

Anmerkung. Zur gefchichtfichen Erläuterung diefer 
deng » Arten dienen folgende Betrachtungen: Iſt mün 
Syd&=p, alſo däp, — y, fo iſt der, zu dem’ unend! 

» Eleinen Zumachfe dx von x gehörige unendlich-Eleine Zuw 
dp von p, allemal ausgedrückt durch y-dx d. 5. durch yx-dx 
Geht man alfo von dem Werthe p, aus, und denke man 
‚die Werthe von x, von a an nach und nach um die unendl 
Eleinen Stüde dx wachfend, fo ift der nächſte Werth von 
offenbar = P,+-y,dx, ber nun folgende Werth von @, 
fenbar = TydETYra 485 u. ſ. w. fe — Zu 
ſey y=b geworden, fo iſt der jegige Werth von p, u 
lich: .p,, offenbar . 
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* = 9,45; -.dx Tr Yardx“ dx a42dx dx 4 y. laa dx} —* 
+" + Ypi-2ax‘ «dx + Ya 4x 


Eile ft 9, —p, offenbar die Summe aller unendlich⸗vielen 
mendlich⸗kleinen Zuwachſe y-dx, welche p, nach und nach er- 
Feten bat, um mdlich bis zu @, anzuwachſen *). — So erklärt 
B fih, warum man das Summenzeichen zur Begeichnung 
änes Integrals gewählt hat; und da b auch ganz beliebig feyn, 


within felbft durch das unbeflimmte x erfegt werden kann, fo 


And ferner Hierdurch auch die obigen Nedens-Arten erläutert, 
fobald man. flatt des Wortes „Integral! dag gleichbedeu- 
kende „Summe von Differentialien“ geſetzt fich denkt. 
Der nächfte Paragraph ſoll aber diefen wichtigen Sag, auf 
welchen bier hingedeutet ift, ſtreug wiſſenſchaftlich entwickeln. 


. 5 20. 

SH a<b, und wird die Differenn b—a in unendlich» 
dviele gleiche Theile geheilt gedacht und jeder Theil durch dx 
bezeichnet; und fol die Summe der unendlich-vielen Produkte 
Jdx gefunden werden für alle die unendlich-vielen von a big 
b pin ſtetig neben einander Tiegenden d. 5. um dieſes unend- 
lih-Eleine dx von einander verfchiedenen Werthe von x, — 
ſo iſt ſolche Summe allemal 


| —=f, ya oe —=fyde,. 
d. h. — —p, wann Sydx=gp, ſich findet; fobald 
nur y für ale Werthe von x zwiſchen a und b beftimmte Wer: 


the bat, und namentlich nicht die Form 4 annimmt **).- 


0 


*) Daß diefe Zumachfe auch zum Theil oder alle negativ ſeyn Eönnen, 
verfieht fich von felbft. 


) Derfelbe Sag ftcht für ganze Cationalc) Funktionen von x bereits 


im J. Bd. $. 111.) entwickelt. 
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Denn es iſt | 
. 09, — O°’p, * dy, d°’p, = dey, ete. eic.; 
folglich, nach dem Zaylor’fchen Lehrfage 


h? h> 
I. ray, ty 


Denkt man fich nun bier h=d- 2, indem 
unter n eine ganze, aber unendlich-große Zahl verſteht; — 
man in die vorfiehende Gleichung nach und nach a, ah 
a--2h, a-+-Ih, a-F4h ---- zulegt a--(n—1)h d. h. b— 
fiatt x und addirt man alle daraus hervorgehenden Glei 
gen, fo erhält man, wenn zur Rechten dx fiatt h gefch 
wird . 4 
IL, 9,9 ' 


dx? dx? 
*— y4c.a +20, a 2 ya art" 


wo das Summen-Zeichen = fich über alle die Glieder erfircdt, 
welche aus dem, hinter demfelben ftehenden Ausdrucke hervor 
geben, wenn man ftatt c nach und nach O, 1, 2, 3, A und 
alle ganzen Zahlen bis zulegt n—1, ſetzt. Da nun in biefe 
Reihe zur Nechten jedes folgende Glied gegen das vorherge 
gende unendlichsElein ift, fo bleibt bloß (nach J. Bd. 69. 50 
und 159.) 





PP 2 Yarı.as IX 
IL. oder 
Sry IR = 2y, 10a IR 
WO Yırıas alle fletig neben einander liegenden Werihe von - 
y, vorſtellt, welche zwiſchen y, und y, liegen, unter der Bon 


. 


ausſetzung jedoch, daß Feiner derfelben bie Form 4 (oder 


log 0, oder ſonſt eine im Kalkul unzuläſſige Form) annimmt, 
ſondern jeder derſelben beſtimmt und nicht unendlich⸗groß iſt. 
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Anmerkung. Setzt man in der Gleichung II.) noch 
>y,, 8°y, etc. etc. flatt y, fo. erhält man, in fo fern 
Föy,-dx=y, /d’y,-dx=dy, etc. etc. iſt, 


V. yı —y, =3y, 1. dx" «dx; 
V. dy „0, = 20° Yare.dx‘ dx; 


u. ſ. w. f. Und alle dieſe Gleichungen find vollkommen ge⸗ 
Bra, fo lange man dx unendlich-⸗klein ſich denkt. 


$. 2. 

Man kann fich auch ber Formel 1.) des $. 20.), und des 
walogen Verfahrens bedienen, um Näherungs⸗Werthe eines 
Seflinumten Integrals Sy dx gu berechnen, wenn es nicht 
möglich iſt Sy-dx ſelbſt, als Sunktion von x, für Die Rech⸗ 
nung bequem berzuftellen. 

Gegt man nämlich in der. Formel L) des $. 20.) ſtatt h 
‚nicht das unendlich>Eleine dx, fondern nur dag fehr Eleine 


: Ba, fo daß n nicht unendlich-groß, fondern nur fehr 


6 

goß ift, fo erhält man,. wenn man wiederum nach und nach 
a a--e, a-+-2s, a-4-3e, ++. a--(n—1)e oder b—e ſtatt x 
feßt, und dann alle Gleichungen abbirt, 


VRR: "EER VARRRE SCH} VOR: Hohe SAHNE 


Läßt man nım hier =?, e? etc. etc. außer Acht, fo hat 
man näherungsweife: 
1 | SIE = 827,0 | 
wo man flat c nach und nach O, 1, 2, 3 + bis n—1 feßen 
und alle diefe nn verfchiedenen Werthe von y ſummiren muß, 
während = — b— = _“ iſt. 


Setzt man nun in L) ſtatt y nach einander dy, und dey, 
ſo erhält man, ebenfalls genähert, 














— — ) 
I. 1,5 eo - m, EZ ray, n 
— | 
J — m 







Wirt aber zuerk in cl —h fat B Fobmuit mub 
fur 2 m vs fiat bh. ir ahäk man mod: 
1! J —X v do b—3;”? . x (b—.)’ 


u .i l >. 








A En Ps — 1)! - —e— N, I 
wage ar beiden Sormeln = zwilchen 0 aut 1 lu u 


vedunır bie. (6 taf ber Eorfficient von eu 





gwifir dem größten uch Eirinficn Werther liegt, Ben 
wissen, dern: fintt 2 nach und nach alle Werke von a 
L yu gehe wertcı.. 

je Wa Ynvenbungen bieſer Formein kann man zwiſcher 
nu b uch Leinebiy viele Zwiichen s IR Ey Ay Gy" 
(id, Aeneon, at Low nach unb nach bie Integrale zwild 
Leu Errenzen “ mal “,, Laun zwilchen a, und 4,. ı | 
zuletzi zuaſchen Lem Grenzen u, und b, jedes nach ciner fi 
Formeln I.) oler BI.) berichnen, und elle dieſe Nefnltare addi 
um zulest /. y-dx felbfi gu haben (nach $. 24. I.). Die 
jeinen Muben ſind Kanu brehalb ſchucller conversent, weil 
nad) Poicujcu ber belisbig Elein genommenen Differenzen «,- 
u tn ba, forigchen. — Auch Kann ı 
alle letzteren Toiferengen einander gleich und = « nehmen, 
Bafi ulle Keihen nach Potenzen eincs und deſſelben Fleinen © 


this «a fertlaufen. 
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Anmerkung. Man kann auch in der Gleichung J.) des 
20.) nach und nach ſtatt h bie verſchledenen Werthe 
&, E25 525 Ey, &ay° 
eb zu gleicher Zeit ſtatt x nach und nach Begfiglich die Werthe 
a, ate, a-pete,, atete, te, ſetzen, (mährend 
pen e+2, +2, +. +. =b—a nimmt) und zulegt alle 
feichungen abdiren. Man erhält dann wiederum genähert 
" Sr.) dx = ey, +8 ye⸗ Yarıtı 7 tayı,: 
Diefes Verfahren würde dann vortheilhaft werden können, 
wenn die Werthe von y einzelne Stellen haben, an denen fie 
Wedeutend rafcher abnehmen und wachſen, als an andern, weil 
won an diefen Stellen die Werthe der verfchiedenen = um fo 
nehmen kann, wodurch eine größere Genauigkeit ers 
* 
$. 22. 
Nimmt man in den Integrations⸗Formeln des $. 4.) die 
x — a anfangenden Sjutegrale, fo nehmen fie Die nachftehende 
rm an, nämlich 
1) Sind 9,48 = AM dx; 
2) Sur Pr ty) dx xtaPx" -dx nun] ARE dx; 
I) SS OR AR). 
Nimmt man aber in biefer dritten Formel flatt Sy-dx nicht 
ba8 mit x — a anfangende Integral, fondern irgend ein ande ' 
reg befonderes integral, welches durch x, bezeichnet feyn mag, 
Io nimmt diefe dritte Formel folgende Form an: 
L SE 0 
mo a, = Sp. dx ift. 
Sängt in ber Gleichung 4.) des $. 4.), nämlich in 
Je: dx = f(p-9x,).dz, 
das Integral nach z mit z— a an, fo muß das Integral nach 
x, mit x o anfangen, wenn a der für 2a hervorgehende 
Werth von x if. Man hat alfo | 
I. (918 = JS, 8x,) dr, 
Bd. M 


Drittes Kapitel. 





Rektifitation der Kurven überhaupt und Quadratut der 
ebenen Kurven. 


$. 27. 
1. Iſt ECMDF Gig. 1.) eine durch bie Gleichung 


y=Yı 

gegebene Kurve; und fol der inhalt ACDB beſtimmt werden, 
woifchen dem Bogen CMD, dem Stüde AB der Abfciffen-Are 
OX, und den mit der Ordinatens Are OY parallelen und auf AB 
fenfrechten Geraden AC und BD, fo findet man ohne Weiteres 
| Anhalt ACMDBA = /, HAIR AL 

wenn a und b die Abſciſſen⸗Werthe der — A and B vorftellen, 
ſobald nur, wie in’ der Figur vorausgeſetzt worden ift, zwiſchen 
: x—a und x—=b alle Ordinaten⸗Werthe pofitio find, und bie 


Kurve von x=a an bis zu x=b Hin nicht ihre Stetigkeit 
unterbricht. « | 


Denn, denkt man fich zunächſt den befondern Fall, daß zwiſchen x =a 

md x—b, die Drdinaten fortwährend machten, fo Fann man den Kaum 
AB=b—.a in unendlich viele, unendlich Fleine Theile zerlegen, deren jeder 
durch dx bezeichnet feyn mag. Denkt man fih num über jedem diefer 
Theile ald Grunblinie, mit den zu ben Endpunkten diefer Theile gehörigen 
Drdinaten, als Höhen, Rechtecke gebildet, wie folche die Fig. 1.) fehen läßt, 
fo ik augenfällig die Sunme.der äußern Rechtecke >ACMDBA, und bie 
SGumme der innern Rechtecke <ACMDBA. Da nun dx bie gemeinfchafts 
liche Grundlinie aller diefer Rechtecke ift, fo ik die Summe der Sinhalte 
der innen Nechtedde 


= ydrty,ra dr Fyuraas dxt oo Fysa de; 
die ik, weil dx unendlich Hein ift (nach $. 20.) diefelbe Gumme 
= J,:0), 0X 
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Anmerkung Man ficht zugleich, bag bie letztere 
hauptung unrichtig feyn würde, wenn b und a felbR ı 
Sunftionen von x wären, baß daher die Formel IT.) mur d 
wahr iſt, wenn man b und a ganz unabhängig von =, 
eben fo P und = ganz unabhängig von y vorausſetzt. 


Ehen fo ficht man, daß die, Behufs des Beweiſes von 
- gefegten Gleichungen die Bebingung einfchließen, daß £ für 
Paar ber zufammengehörigen Werthe von x und y, inne 
der Grenz⸗Werthe derfelben ihre Stetigfeit unterbricht, alſo 


nicht =. wird) 


$. 24. 


Außerdem find noch folgende Säge wichtig. 
I. Ein beftimmtes Sjutegral zwiſchen ben Grenzen a 


*%) Gauß gründet auf diefen Umſtand einen Beweis des Satzes 
jede höhere Gleichung F, = 0 einen Wurzel-Werth x von der Zorn p- 


sder r-cosp-+r-sing-i habe, fobald man unter i die Y—t verfieht 

fubkituirt nämlih in FR=0 ſtatt x dieſe Form r-cosp-+tr-si 

und zerfällt dadurch die Gleihung FR S O in zwei Gleichungen 
— 0 ud x = 0. 

Um nun gu beweifen, daß es reelle Werthe von r und » giebt, | 

Joe | beiden Gleichungen en wählt er eine Funktion von der 3 


a -dr-do, 

welche fich nach r und nach p integriren läßt, und integriert num ı 
zwiſchen O und R, wo R groß genug und pofitiv gewählt if, nad) « 
zwiſchen O und 360°; und zwar einmal zuerft nad) r und dann nı 
hernach aber zuerfi nach ꝙ und dann nad) r. Da er nun das zweit 
nicht daffelbe heraus bekommt, was das erſte Mal, fo fchließt er, d 
Nenner f?-Fx? innerhalb der Grenz-Werthe O und R von r, und 
halb der Grenz: Werthe O und 360° von @, der Null gleich werde, | 
alfo zwiſchen O und R einen Werth von r, und zwiſchen O und 360° 
Werth von » gebe, welche f?--«?—=0, welche alfo auch einzeln 
und z<=0 machen. W. 3. € W. (Man vgl, Commentat. Ge 
recent. Vol. IL). 
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bebeutet, welcher wire dem größten und kleinſten Werthe 
von 8°, die von x=0 an für alle ſtetig wachſenden Werthe 
x, bis zu x—=x Gi fih ergeben, liegt; fo daß alfo 
[0 f,]9, das vorfielt, was aus A", wird, wenn man 2x 
x feßt, während > zwiſchen O und 1 liegt, übrigens völlig 
unbekannt ift. 


Ferner findet man 
| 1. Kun=h-töf.h-t8°1,- at —* 


+ si —|)! — +[8" sa 


wo [OT hrsn einen ber Werthe Ban, welcher für geß 
erhalten werden, wenn man ſtatt x alle Werthe zwiſchen x und 


x-+-h ſetzt, fo daß alſo wieder [O'EIxrsn den Werth vor 
ſtellt, welchen 8%, annimmt, wenn man x+-Sh flatt x ſetzt, 
während > zwiſchen O und 1 liegt, übrigens unbekannt bleibe *). 


Um bies zu finden, nehme man von dem allgemeinern Maclaurin’fchen 
Lehrſatze (IJ. Bd. $. 156.) nur die m erften Glieder, bejeichne die Summe 
aller übrigen Glieder durch E, und fuche nun aus diefer Gleichung E, zu 
finden. Differensiirt man aber die fo erhaltene Gleichung, nämlich 

2 (x— er 1,  (Xx—a)”” -1 
D E, -.- DB aa) BT, 0, (a1)! 
n mal hinter einander nad) x, fo erhält man nach und nah ÖE,, Ö2E,, 
O°E, -+-, zuletzt OPIE,, ale fo daß diefe Ableitungen, wie E, felbß, fr 
x 4 be Null gleich werden. Und ganz zulent findet fich 
9) IE=M, 

Integrirt man alfo O"F, n mal hinter einander umd fo, daß jebes neue In⸗ 
tegral mit x =“ anfängt, fo befommt man nad) und nach wieder 
SIE, TE, u. ſ. m. f. und zulegt B,. — Man Fann aber dieſe 
integration auf zweifache Weife vornehnen; das eine Mal wird man genau 


.._ —_n- 








*) Derfelbe Sag iſt im 1. Bd. S. 111.) für ganze Funktionen von x, 
und flie den befondern und einfachften Sal, wo n.= 1 if, bereits entwik⸗ 
kelt gu finden. 
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a 1 X 
9) Star dx pn oh de, 
wern unter ſ. das verkanden wird, was aus f, 
fobald ax flatt x gefegt wird. 


Dean fldes gie aut dm ge Det 5. 02. IL) Dem, wem | 
ztı=z oder za fegt. R 


V. Wenn in dem Sintegral 
‚Kov-dz | 
der Faktor % für alle Werthe von x zwiſchen a und b 
poſitiv bleibt, und Pr A besüglich den größten und 
Werth vorftellen, welchen p für alle Wertbe von x zwiſchen 
und b annehmen kann, fo tft allemal 


Ser -d“<o, fp-dx und >go ftp: .dx®). 


Denn es tft nach ber Vorausſetzung für jeben Werth von c, ber j 
ſchen a und b liegt, 
Ph <p de und Dr >pbe 
und verhalb folgt bie Wahrheit der Behauptung unmittelbar aus 6. ”. 


6. 25. 


Nun ift man auch in den Stand gefett, bei dem Taylor 
fhen und Maclaurin’fchen Lehrfage die Grenzen zu beſtin 
men, zwiſchen denen die Summe aller übrigen Glieder liegen 
muß, wenn die Reihen bei irgend einem Gliede abgebrochen mr #' 
den und reelle Werthe haben. 

Man findet nämlich in dieſem Falle 


2 
tt atdt, ar“ 
n—1 n 
+ * amt 1,]3r° = 
wenn fo, Of, 8°f,, etc. etc. die Werthe von f,, Df,, 8°, 
etc. etc, für x = 0 vorfiehen, während [O"L,]s, einen Werth 


*) Derfelbe Sag iſt für (rationale) ganze Zunktionen von x bereit 
im 1. Bd. $. 111.) zu finden. 
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Sedentet, welcher zwifchen dem größten und Eleinften Werthe 
won 3", bie von x—= 0 an für alle fletig wachfenden Werthe 
ion x, bis zu x—=x hin fich ergeben, liegt; fo daß alfo 
W919. das vorftelt, was aus Bf, wird, wenn man x 


Matt x fegt, während > mwiſchen 0 und 1 liegt, übrigens völlig 
anbefannt iſt. 


Ferner findet man 


N nit, ae AR —* 


* 


Fa + —— —AX K 


wo [OT rs einen ‚ber Werthe Bee, welcher für An 
ahalten werden, wenn man ſtatt x alle Werthe zwiſchen x und 

Xh ſetzt, fo daß alſo wieder [O"E rn den Werth vor 
Reli, welchen 8°, annimmt, wenn man x+Sh ſtatt x fegt, 
während > zwiſchen O und 1 liegt, übrigeng unbefannt bleibe *). 


Um dies zu finden, nehme man von dem allgemeinern Maclaurin’fchen 
Lehrſatze (I. Bd. $. 156.) nur die m erfien Glieder, bejeichne die Summe 
aller übrigen Glieder durch E, und fuche nun ans diefer Gleichung E, zu 
finden. Differensürt man aber die fo erhaltene Gleichung, nämlich 

| ‚ Ka)? _ge-1, ae! 
1) E,—= 1,1, dla) — DH, 70 —— i 
n mal Pine einander nad) x, fo erhält man nach und nach dE,, Ö2E,, 
DE, ++, zuletzt O'E,, alle fo daß diefe Ableitungen, wie E, felbß, fir 
X 4 ve Null gleich werden. Und ganz zulent findet fich 

-9) OE=M, 

Integrirt man alfo BT, n mal hinter einander und fo, daß jebes neue Ju⸗ 
tegral mit 2 — a anfängt, fo bekommt man nad) und nach wieder 
IE, Or2E,, u. ſ. w. f. und zulegt B,. — Man kann aber dieſe 
Integration auf zweifache Weiſe vornehmen; das eine Mal wird man gemau 





*) Derfelbe Sag iſt im I. Bd. $. 111.) für ganze Funktionen von x, 
md für den befondern und einfachften Sal, wo n.= 1 if, bereits entwik⸗ 
felt uu finden. 


„ 
we 
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cz +aty. a eh 





| | b— 
I ’ J ba) dx = Ya 
n-3 pn FR 
+8 y. + y Isa: n! } 
Wird aber zuerft in () —h flatt hfubflituire und dann 1 


ftatt x und b—a ſtatt h, fo erhält man noch: 


b— —a 
1. S,..3° day, oay, CS Di +8°y, ee or G—at,, 













n—2 a b— 
+8 y, S=2" zn — =. 


während in beiden Formeln > zwiſchen O und 1 liegt un ud 
bekannt bleibt, fo daß ber Koefficient von var jebes 


zwiſchen den größten und kleinſten Werthe liegt, den "ig 
annimmt, wenn ſtatt x nach und nach alle Werthe von a bi 
b bin gefegt werden. 

In den Antvendungen dieſer Formeln kann man zwiſchen al 
und b noch beliebig viele Zwiſchen⸗Werthe a, &u, Ay --- a4! 
fich denken, und dan nach und nach die Integrale zwiſchen 
ben Grenzen a und a,, dann zwiſchen «, und a,, u. ſ. f. 
zulegt zwifchen den Grenzen oa, und b, jedes nach einer Diefer ! 
Sormeln 1.) ober II.) berechnen, und alle dieſe Nefultate addiren, ' 
um zulegt /.,y-dx felbft zu haben (nach $. 24. I). Die ein. 
zelnen Reihen find dann deshalb ſchneller convergent, weil fie : 
nach Potenzen der belichig Elein genommenen Differenzen & —a, 
—, Ag—ay + ba, fortgehen. — Auch kann man 
alle letzteren Differenzen einander gleich und —= «a nehmen, fo 
dag alle Reihen nach) Potenzen eines und deſſelben Eleinen Wer⸗ 
thes a fortlaufen. 


— 


5 26. Befonders und beftimmte Integrale '89 


1 n 
a_-i® Jia) "da 

9) un 

n— nt «da, 
ſo i. und LO"), wofür man auch [OT], und [ALL 
en kann, den größten und Fleinften der om x an bi ux—x 
in liegenden Werthe von OL, vorfellen. 
Weil aber 







Sa—’'.d == ey C, 
A. 


Sera 2)" "ds = ezer 
-&, fo reduciren fich die obigen Grenzen in 9.), smifchen denen das Ergan⸗ 
mngs- Glied E, liegt, auf diefe ’ 


0 EEE er 


und dadurch find die beiden Säge diefed Paragraphen außer Zweifel geſtellt, 
Weil der zweite aus der hiefigen Gleichung hervorgeht, wenn man a-+-h 
Rett x, fintt a aber zulent wieder x fchreibt; während der erfte Sag aus 
bem bier erwiefenen unmittelbar hervorgeht, wenn man bloß.O ſtatt « fchreibt. 


Diefe von Lagrange gegebenen Grenzen ber Taylor’ 
chen und Maclaurin’fchen Reihe find aber für bie Analyfis 
unb ihre Anwendungen von unberechenbarer Wichtigkeit. 


ee, 


4. 26. 


Iſt H y .d«= AR | 
o nimmt der Taplor’iche Kehrfag mit dem Ergänzungs⸗Gliebe 
5. ber Sat $. 25. IL) diefe Form an: 


h h? h3 
@) ..eo —h =y tor ey 
n—® h"* n—1 h” 
Hy rl Yalarsa ie 


Setzt man nun bier a fiat x und b—a flatt h, fo geht biefe 
Gleichung tiber in: 
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(b—a)? . (ba)? 
—— 5 





4 
n—3 > b— 
+5°°y,- Sn Yalr sn 4 


Wird aber zuerfi in () —h flaft h fubflituirt und dann 
ftatt x und b—a ſtatt h, fo erhält man noch: | 


I. (.yda=y,° Ze —dy, 3° +28°y, cr 








24 


Hay, DT FO ir 


während in beiden Formeln > zwiſchen O und 1 liege ud. um 
. bar u 
befannt bleibt, fo daß der Koefficient von ijedesma 


zwiſchen dem größten und kleinſten Werthe liegt, den 874 
Ma wenn flatt x nach und nach alle Werthe von a a 
b hin geſetzt werden. - 

In den Anwendungen dieſer Formelu kann man zwiſchen a 
und b noch beliebig viele Zwiſchen⸗Werthe a,, @,, a, -+- 0, 
fich denken, und dann nad) und nach die Integrale zwiſchen 
den Grenzen a und =,, dann zwilchen a, und a,, u. ſ. f. 
zulegt zwifchen den Grenzen «, und b, jedes nach einer dieſer 
Sormeln 1.) ober II.) berechnen, und alle diefe Reſultate addiren, 
um zuleßt /ı.,y-dx felbft zu haben (nach $. 24. 1). Die ein 
zelnen Reihen find dann deshalb ſchneller convergent, weil fie 
nach Potenzen der beliebig klein genommenen Differenzen & —a, 
AU, —, + ba, fortgehen. — Auch kann man 
alte letzteren Differenzen einander gleich und =« nehmen, fo 
daß alle Reihen nach Potenzen eines und Deffelben Eleinen Wer⸗ 
thes d fortlaufen. 


| vi 

Zweite Reihe 

de: 

| Anwendungen der höhern Analyſis. 


— — 


.. 


Drittes Kapitel. 





Rektifikation der Kurven überhaupt und Quadratur der 
| ebenen Kurven. 


$. 27. 
I. Iſt ECMDF ($ig. 1.) eine durch die Gleichung 


y=y \ = 
: gegebene Kurve; und fol der Inhalt ACDB beſtimmt werben, 
wiſchen bem Bogen CMD, dem Stücke AB der Abſciſſen⸗Axe 
10X, und den mit der Ordinatens Are OY parallelen und auf AB 
ſenkrechten Geraden AC und BD, ſo findet man ohne Weitercs 

Inhalt ACMDBA = = fy.J,' 48 

wenn a und b bie Abſciſſen⸗Werthe dev, Punkte A und B vorſtellen, 
fobald nur, wie in der Figur vorauggefegt worden ift, zwiſchen 
x=aund x—=b alle Ordinaten- Werthe pofitiv find, und die 


Kurve von x=a an bi zu x=b Hin nicht ihre Sagt 
unterbricht. « 


Denn, benkt man fich sunächft den befondern Sol, daß zwiſchen x a 
md x=—b, die Ordinaten fortwährend wachſen, fo kann man den Kaum 
Bb—a in unendlich viele, unendlich Heine Theile zerlegen, deren jeder 
durch dx bezeichnet fenn mag. Denkt man fi nun über jedem diefer 
Theile ald Grunblinie, mit den zu den Endpunkten dieſer Theile gehörigen 
Drdinsten, als Höhen, Rechtecke gebildet, wie folche die Fig. 1.) ſehen läßt, 
ſo if augenfällig die Summe der äußern Rechtecke >ACHMDBA, und die 
Summe der innern Nechtede <ACMDBA. Da nun dx die gemeinſchaft⸗ 


lihe Grundlinie aller diefer Rechtecke if, fo it die Summe der Sinhalte 
det Innern Rechtecke 


— — 8 +y_'d; 
alſo if, weil dx unendlich Hein iſt (nach $. 20.) diefelbe Gumme 
=/, b--aJ „dx. 
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Da nun das erſte äußere Rechteck bem zweiten innern, bas weite 
dem dritten innern, u. f. w. f. gleich iR, fo iR die Summe ber 
Rechtecke, um das legte Rechteck y,-dx größer, bagesen um bad af 
Rechte y,-dx Fleiner ald die Summe ber innern Rechtedde; folglich iß ie 
Summe der äußern Rechtecke 
—=furJr‘ dx--{y,—J,)- «dx. R 
Weil aber der zweite Summand dieſer Summe, nämlid) (y, _y)" 
unendlich Flein it, gegen den erfien Summanden, fo ik biefe Summe 
Juhalte der äußern Rechtecke ebenfalls (nach I. Sb. $. 50.) 
= fu)" 48. 
Und daher iR der inhalt ACMDBA, weil er immer wwiſchen ber 
der äußern und ber Summe der innen Rechtecke liegt, ebenfalls 
M, IX. 
Und da im Galle der Fig. 2.), wo die Drbinaten 
men, ganz biefelben Schlüffe (mit wenigen Abänderungen) angewandt men 
den Fönnen, fo gilt der Sag auch dann noch. 
Und weil der Inhalt ACMDBA in Gigs. 3.) in die beiden Inha 
ACHP und PMDB zerlegt gedacht werden Tann, wo PM die größeſte kei 
uwiſchen xSa und zb liegenden Ordinaten iR, fo folgt, wenn OP=sM 


gefetzt wird, 
Inhalt ACHP = J,, y,.dx 


Inhalt PMDB = /, , „y,.dx 
folglich, wenn man beide Gleichungen addirt, nach $. 24. L) 
Inhalt ACMDB=/,. y,-dx. 

Enhlich Tann man die Nichtigkeit des Satzes auch noch nachweifen, 
went zwiſchen x=a und x=b noch miehreremale die Ordinaten um 
Wachen sum Abnehmen, und vom Abnehmen zum Wachen übergehen fol 
ten, fobalb mur alle Ordinaten⸗Werthe zwiſchen za nnd zb pe 
tie frıd. | | 
11. Iſt die Gleichung der Kurve y=y, fo, daß fie von 

=-0H=o a bi x=0E=P hin (Fig 3.) laute 
pofitive Werthe von y, dagegen von x — OE—=B an bi 
x—= OF =y hin lauter negative Wertbe von y liefert, ſo iſt 
jwifchen E und F bie pofitive Ordinate durch —y vorgeficht, 
und der Inhalt ENF findet fich daher 


* σV,) nl! /9ER AA 
In dieſem Galle würde alſo J,,,y,dx ben Inhalt ENF 


und 
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ticht, fondern eine negative Zahl geben, deren abfolutes Glied 
ber der inhalt ENF feyn würde. , 
Und da (nach $. 24. L) " 
Syruys ‘48 =) Brayı IK HS, 07, dx 
R, fo würde Syzada‘ :.dx die Differenz ausdrücken, zwiſchen 
em Inhalte HME und dem Inhalte ENF, b. h. die Differenz 
HME— ENF. 
II. Wäre noch eine weite Kurve CMMD gegeben durch 
he Gleichung y’=y!, (Gig. 4. ober Fig. 5.), während bie er 
fere Kurve CMD noch immer durch die Gleichung y—=y, ge 
rben ſeyn mag, fo hätte man noch immer, wenn OA = a, 
IB —= b gefest wird, 
1) Inhalt ACMDB = rd 

nd in Sig. A.) 
2) Inhalt ACMDB — f,, y' dx; 

agegen in Sig. 5.), weil daſelbſt alle y’ negativ find 
3) Inhalt ACM'DIB = —/,, y' dx, 

v0, tie fich von felbſt verficht, jeder Inhalt pofitiv ift. 

Subtrahirt man nun 2.) vou 1.) in Fig. 4.), oder abdirt 
nan 3.) gu 1.) in ig. 5.), fo erhält man jedesmal 

(©) + JIuhalt CCMDDM =, 9, y') dx; 


und diefelbe Formel gilt offenbar auch noch, wenn die Fälle der 
digg. 6. oder 7.) eintreten follten, ja felbft dann noch, wenn 
die Fig. 8.) ſtatt hat, wie ſich fehr einfach nachweifen läßt, 
wenn das bisher Gefagte weiter verfolge wird; fo lange man 
nur y —y' poſitiv vorausfegt. | 

IV. Endlich erleiden alle Biefe Formeln durchaus keine 
Aenderung, wenn a negativ ſeyn ſollte, d. h. wenn bie Koor⸗ 
dinaten-Are OV zwiſchen AC und BD zu Liegen käme. And 
eben fo wenig ändern fich dieſe Formeln, wenn a und b zu⸗ 
gleich negativ find, 8. h. wenn die Ordinaten-Are OY rechte 
von BD zu Hegen kommen foßte, fobald nur ba B. h. 












96 Zweite Reihe d. Auwdan. b. boh. Anal. Kap II. 5 


b—.a poſitiv Bleibt, weil dann bie Grundlinie dx ber 
nen Rechtecke doch immer pofitio ift, und weil nach $. 
unter allen Umftänden das Integral S, y-da bie 
der unendlich vielen Produkte 


ydXTYora d2 4 Yuraa, dat +y, 2, de 
vorftellt. 
V. Die Sormel TU. ©.) wird befonders dann auch 
wandt, wenn bie zweite, durch y/=y’, gegebene Kurve, 
anders als ein zweiter Zweig einer und berfelben Kurve 
follte, d. 5. wenn die Gleichung y=y, zu einem Wer 
bon x, zwei verfchiedene Werthe von y liefern follte, von 
ber größere durch y, der Eleinere aber durch y bezeichnet 
kann, fo dag y—y’ poſitiv bleibt. 
Dies alle mag nun durch einige Beiſpiele näher 
tert werden. 
Beifpiel 1. SIR (Sig. 9.) MOM die durch die Gleichung 
y„’=pr ot y=Ypx 
gegebene Parabel, fo ik, wenn OA=a, und OP=x geſetzt wid, 
1) Inhalt OPM=J,,Ypx-dx = x-Ypx*) = dxy*"). 
Dagegen ift, weil der andere Werth von y, nämlich y, = —Ypxz mi, 
2) Inpalt MON = /,,0ps—-Vpo)-de = 2/,,0Vpe-de. 
Ferner findet ſich 
3) Anhalt ACHP — /,. „Vpx- dx = Ipt(st—a?). 
Würde man in berfelben Parabel licher x in y ausdrücen, fo wir | 
thre Gleichung 
— A; 
| ) md 
*) Es ik nämlih Ppx ⸗puoᷣ xe, alſo 
JVpx-dx = pe fr = ipixt 
und meil diefer Ausdrud für x = 0 ſelbſt der Null gleich wird, ſo iſt auch 
Vpr· x = pirt ix· Ypr. 
) Der Inhalt OPM iſt alſo 3 von dem Inhalte des Rechtecks OPMO. 


‘ 
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pewb dann fände fich 
r 46 inhalt OQM =S, a. dy= 
. P 
Babe, wenn OB b geſetzt mid, 

5) Inhalt BCMQ — = y’-.dy= 56 —b’), 


bei man "bemerken mag, daß a und b Aufonmmengehürige Koordinaten, 
Werthe der Parabel für den Punkt C find, daß man alfo noch die Gleichung 
b?=pa 
‚ vermöge welcher b in a, oder a in b ausgedrückt werden kann. 
: Beiſpiel 2. Iſt OE=r der Radius und O ber Mittel⸗Pumkt 
Kreiſes CMDE (Sig. 10.), fo ift, wenn x und y die aus O genom⸗ 
Koordinaten⸗Werthe (OP und PM) eines beliebigen Punktes MM defs 
vorftellen, die Gleichung biefes on 

P”=r—x? ode = Yr?2—y?, 
man bat, wen OA=a und OB b geſetzt wird, 


Inhalt OFMP = 0 Vr? —x? de; 









t 9 Inhalt ACHP—=/,., Vr—x?.dx; 
3 Inhalt ACMDB — J,. Vi —x2.dx; 
— Inhalt PUE—=/, Yr?—x? dx; 
5) | Inhalt or ME = SV — 2? dx; 
6) Inhalt GHP = JS, _„Yr—x? dx; 
7— Inhalt GFEG = ex? dx; 
nf. m f. 


Alles kommt nun darauf an, Ve: dx zu finden. Dies ger 
ſchieht entweder indem man (nach $.'12.) dieſe irrationale Sunftion ratios 
nal macht, oder indem man die Reduktions- horm ein u $. 13.) anwendet. 
Man Fann, will man das letztere thun, zuerſt — ſtatt Ye? 
ſchreiben; hernach kann man nach dem Verfahren, weiches bei §. 13. N. 2.) 
angewandt worden iſt, x-Yr°—x? differenziiren. Man erhält dann 

«Vr2__r?2 ti: _ 2 —. 
Nr rm 
Solglich ift, wenn man durch 2 divibirt, und integrirt 
—FF dx— R ‚Yr? Fr 
Yr—-x? | Vr⸗ x 


d. h. nach $. 5. N. 11.) oder 5. 6. N. 18.) | 
Bd. II. 7 
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SV —-x%.d«=1ix-Yr? 2? — er. Er 
Subftituirt man nun biefes Nefultat in die Formeln 1.—7.), 6 
fh, mil om ih 
1) Inhalt OFMP = ix Ver ar Lie it. 1%, 
9%) Inhalt ACMP 


*2 * ——0——— —— 
3) Inhalt ACMDB 
u - pY?-b°— Ara tr. 2 je - 


derer, weil er =0 if, 
4) Inthalt PHE = — Zar —at jr Lt ”), 
5) Inhalt OFNE — je Z (= tie. 
Endlich noch, meil S if, 
6%) inhalt GM = pre — 
Zulegt, weil 1 =0 m Ie=r if, 


7) Inhalt GFE= je Lip Le) — Irty, 





H Es drückt Zr?x ben Quadranten OFME aus. Zerner ik 
nichts anders als der Winfel MOE im Bogen für den Radius 1 


x 


drüct; alſo ik der der Inhalt des Sektors MOE. End 


cos r 


ix-Yr— x? = xy = /\OMP. Folglich konnte man das Reſult 
ohne integration, aus der Euklid. Geometrie ableiten. 


“5 Be ix.y= AONP 
und $r? IE — onpalt des Sektors OMEO; 


cos r 
alſo hätte man auch diefes Mefultat unmittelbar aus ber Euklibifcher 
metrie erhalten können, ohne die Sintegral-Rechnung zu Hülfe r 
gu müſſen. 
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So findet fich alſo der Inhalt bes ganzen Kreiſes —r’«, mie in ber 
Euklidiſchen Geometrie *). 

Beiſpiel 3. Sol der Inhalt der durch die Gleichung 
72* —ãe oder 1* u V2ax— x? 
gegebenen Ellipfe OMDB (Fig. 11.) gefunden werden, fo hat man 

inhalt OMP = Sa b Y2ax-—-x?.dx = TR Vlax—x?.dx, 

& iſt aber / * ‚oV2ax—x?. dx ber inhalt ONP des Kreiſes, welcher 
den Radius CO—=CB = a und mit ber Ellipfe den Mittelpunkt C ges 
E nein bat. Folglich if R 
\ Inhalt OMP = — X Inhalt ONP. 

Te NT m 
S+0} 22x x’, = ST _ja—)Yiı- 17; 
folglich if | 


Inhalt OMP = jab- - 5* —— — 
1 


To if au, wen x:=a fe ih, und we —0=ix if, 


c 
Inhalt OCD dabæ. e⸗ 
De Inhalt der ganzen Ellipſe iſt daher = abx **). 








*) De. das Integriren immer mühfan it, fo bedient man fich zuwei⸗ 
len folcher gesmetrifchen Betrachtungen, um ein integral ohne zu integri- 
ven zu Anden. Soll z. B. /VY2ax—x?-dx gefunden werden, fo erin- 

„nere man fih, daß y= Vlax—x? die Gleichung eines Kreifes ift, der 

den Mabius a bat, daß alfe /,,0V2ax—x?.dx den Inhalt GNQ bes 

- Kreifes (Fig. 10.) ausbrüct, wenn 60 =x. gefegt wird. Nun if aber 

Irchalt ENQ = Sektor GNO— AANOQ; und zu gleicher Zeit iſt der Winkel 


NOG im Bogen für den Rabius 1 ausgebrdt, = -— MN _1 0x 


1 a— ne 1 a—x 
folglich —— 5* = und Sektor NOGN = Ja a 


iſt ANOQ = 400-.QN = Ka—x)-Ylax—x?; folglich findet 
fich auf diefem Wege 


JVix—r2.d—je- 5 jan) V2ax—xP, 
Ei OMP=F.ONP un ACHP= BACNP; fait, 
| nn 
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Beifpiel 4. Suchen wir noch den Inhalt der durch bie Gleichm 
| u B 
gegebenen Hyperbel (Fig. 12.). — Hier wird 
— [ — — — 
Sucht man nun den Inhalt ACDB son x=—OAma an, 
x—=—OB=b hin, fo erhält man (nach II) 
Inhalt ACDB=J,,,—y-d&=c-loga—c-logb=e-log rn, 


wo a und b beide negativ find, wo alfe 7 poſitiv if. 


Soll dagegen der inhalt EFHG, von <-0E=« an bi 
x=0G-=B hin gefunden merben, fo erhält man 


Inhalt EFHG = c-Jog ß— e- loga = ce Jg &, 


wo immer die natürlichen Logarithmen zu verfichen find. 

HM «1, fo if Zog a negativ; alfe iſt dann derfelbe Inhalt 4 
fer als 2ogB. Dagegen.ift derfelbe Inhalt <2og B, wen «a>1 
Für a =1 if derfelbe Inhalt = ZogP. 

Wollte man den Inhalt finden swifchen OY und CH, d. h. von x: 
an, bis <= 0G=B hin, fo würde man felbigen erhalten 

= clogß—e-log 0; 

und dies zeigt an, daß dieſer Inhalt unendlich groß ik. Dies letztere 
man aber dann erft am deutlichen ein, wenn man zuerſt = fehr E 
etwa = - nimmt, wo n recht groß und zuletzt unendlich groß gei 
werden kann. Dann findet fi derfelbe Anhalt == c-Zog (np); fol 
mit n zugleich unendlich groß. — Dies kann nicht auffallen, da OY 
Aſymptote der Hyperbel ift, Iestere alfo nie mit OX ſich fchneidet, ı 
auch beide einander unendlich nahe rlicken. 

Im nächtten Beifpiele werden wir aber fehen, daß es Fälle geben ? 
wo der inhalt zwiſchen einer Afpmptote und einer Drbinnte doch « 
endlichen beſtimmten Werth hat. 

Beifpiel 5. Es fen gegeben die Gleichung 


„= = oder y= (2): 
auch, wenn man addirt 
Sektor OCH = — 2x Sektor OCN 
* ib XBog. ON. 
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ſo sieht ſolche die Kurve, wie ſie in Fig. 13.) m ſehen iſt, wo oY md 


OX mei Aſymptoten find, während die beiden Zweige links und rechts von 
OY einander congruent find. Soll nun der Juhalt zwifchen OY und PM 
gefunden werden, während OP = x if, fo erhält man zunächſt 


? 22 a 1 — 
dx = /a’x °.dx= 39.2? 3ya®z; 


3 
inhalt YOPM = J,.,y-dx = 3Va?x = Ixy; " 
Dd. h. diefer Inhalt iſt nicht unendlich-groß, fondern hat einen völlig bes 
Rimmten Werth, und zwar iſt er drei mal fo groß, als das von x und y 


gebildete Rechte OPMO. 
Weil aber y, wenn auch nicht zwiſchen den Grem⸗Welthen von x, 


aber doch an ber Grenze, nämlich für. xı= 0, den Werth — annimmt, 


Die Kurve alfo ihre Stetigkeit an diefer Stelle unterbricht, * braucht das 
ſo eben gefundene Reſultat doch noch der Beſtätigung. Zu dem Ende ſuche 
man den Inhalt QMAB, welcher zwiſchen den Grenz⸗Werthen von y, 
namlich „=090=y md y=OA=B liegt. Man findet 


Inhalt QNAB = = Spiy!y' dy =/urz 7 
weil aber M =afy ĩ. ay ⸗ = -27 sit, fo findet fich weiter 
| J 


inhalt QMAB = 22.2, 


Nimmt man hier 8 —o, und addirt man das Rechteck OPMQ—=xy 
noch hinzu, fo erhält mar | 
Snhalt YOPM = 2 5728 


und dies ur genau den auch oben gefundenen Ausdruck, fobald Halt y 
fein Werth ri und flatt Yy ihr Werth x gefegt wird. 
Sucht man 1 dem Snhalt CDOY, zwiſche <= —OC=a und 
x—0, fo erhält man Ä 
Inhalt DCOY = /.,7 da = _3V5; 


welcher Ausdruck deshalb pofitio iſt, weil «, folglich auch die Kubikmurgel 
aus a?a einen negativen Werth hat. Addirt man diefe beiden bier gefun⸗ 
denen Sinhalte, fo ergiebt fich noch 


3 3 
Inhalt DCPM = AYa?x—IYara. 
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Daffelbe hätte man auch erhalten, wenn man diefen Inhalt | 
DCPN =/, 7,42 genommen hätte. Dasmal if alfe der Inhalt wi 
(den x=a und x=x brd nad J,..y, dx, obgleich zeiicen 
x= —-0OC=o md x=0P=x ein Werth von x (namlich zx=0) 
liegt, für welchen y= 7 wird. 
Beifpiel 6, Nimmt man dagegen die Kurve 
* 
86. 

fo kann man fie, was die Aſymptoten und die außere Korn anlangt, chem 
falls durch die Fig. 13.) vorfiellen. Nun ik aber 





2; 
u u A | 
Deshalb iſt jezt 
Inhalt YOPN = /,,.y.dx = 3a Yı-aya 


folglich iſt jest diefer Inhalt unendlichsgroß, mie man beutliche 
wenn man die zweite Grenze von x nicht Null, fonden = Z ni, 


zuletzt aber n unendlich⸗ groß fih denkt *). 


Beifpiel 7, Nimmt man die Sure (Fig. 17.), welche durch ” 
Gleichung 


I=7I2 
gegeben iſt, fo findet ſich , 1 
Jyd= 2% auch — Vita” 


Iſt nun OA=a, OBBß, -0C=y md — OD S2, fo fr 
det ſich 


*) Wollte man hier den Inhalt CDPM dadurch finden, daß man Ihe 
Say dx nimmt, fo würde man ihn 


=dal/ —— L_aya 


erhalten, während er mnendlich / groh iſt. Wir ſind aber auch nicht berech⸗ 
tigt, dieſen Inhalt =/,,.yıdz gu ſetzen, weil y swifchen dieſen 


Grenz⸗Werthen von x, einmal (für x 0) die Form 7 annimmt, bie 
Kurve alfo ihre Stetigkeit unterbricht. 
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dx fp,-dx+ — Er; — Sa) MB dr, 


d diefe Sormel, wenn man fie einmal unter der Vorausſetzung betrachtet, 
Fur<1 if, dann auch indem man w>1 vorausfegt, läßt die Wahrheit 
r Behauptung fchon deutlich erkennen. 

Anmerkung 2. Man kann auch bie Inhaltsbeſtimmung 
po dem Geſichtspunkte betrachten, daß man ſagt: die Inhalte, 
x Slächenfiguren (Fig. 2.) OEMP und ACMP, welche von 
1 zum AbfciffensWerthe OP— x gehörigen Ordinate MP —=y 
zenzt werden, find verfchiebene Funktionen von x, die jedoch 
t um den conftanten (d. H. von x = OP unabhängigen) Theil 
DCA, von einander verfchieden find, deren Ableitung nach x 
fo jedesmal eine und diefelbe ift, fo nämlich daß, wenn man 
end einen dieſer Inhalte durch f, bezeichnet, dann 

















oh, =y 
id, wie wir im I. Bd. $. 174.) bereits gefehen haben. 
Aus df. folgt aber 


,=y k=hr6, 
an v, irgend ein befondered Integral von y-dx if. Iſt 
m, völlig beſtimmt und gefunden, fo muß noch bie Eons 
Sinte C fo beftimmt werben, bag u, -+-C gerade denjenigen ber 
Inhalte OEMP oder ACMP ausdrückt, den man finden wollte, 
Bl aber z. B. der inhalt ACMP gefunden werben, während 
A= a gegeben ift, fo muß die gefuchte Funktion f, oder 
440 fo feyn, daß ihr Werth der Null gleich wird, fobald 
von a flatt x ſetzt. Alfo hat man nothwendig, Y.--C=0, 
2 C=—y, ſo daß 

| en —h, 
ui. 


Nimmt man das Beifpiel 6.) noch einmal vor, wo die Kurve (ig. 13.) 
far die Gleichung . 
‚=(2) 


gegeben it, und mo Man u den inhalt 8, , damächk wie folgt erhält, 
inlich 
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"wo aber beide zZ negativ genommen werben müffen, fo daß 
inhalt auch 
1 1 1 14 


geichrieben werben kann, fobald man fi) vornimmt, flatt ber L 


pofitive Werthe zu fegen. 
Dieſer Bemerfungen muß man aber allemal eingeben? fen, fo 
mebrbeutiger 


das integral, welches den Inhalt ausdrücken fol, ein 
druck wird. 


Anmerkung 1. So oft man den Inhalt der durch 
Gleichung 





_ v. 
I RT — pe 


gegebenen Kurve zwifchen ben Grenzen x—=a und x—=Ph 
ben will, zwifchen denen a liegt, fo daß y zwiſchen Diefen 
gen einmal, nämlich für x — a, bie Form 2 . annimmt, br 
Kurve alfo ihre Stetigkeit unterbricht, fo oft ift der Inhalt 
noch immer | 
= Sg. %; wenn u<i1 if, | 
dagegen =, went u>1 if, während in dieſem letztern Falk 
das integral S,, ydx den Inhalt endlich, folglich unrichtig 
angeben würde. | 
Und namentlich iſt der Inhalt, von der zu x = a gehöri⸗ 
‚gen Afpmptote ab, allemal nod) 
= Ja,.7 18 und endlich, wenn u<1, 
dagegen = nn, wenn u«>1 feyn ſollte. Dabei haben wir aber 
ſtillſchweigend vorausgefeßt, daß pP, und % ganz belichige 
Funktionen von x find, welche jedoch, für Eeinen ber Werthe 
von x, von @ bis R hin, ihre Stetigkeit unterbrechen. 
Die vorbergehenden Beifpiele 5.) und 6.) liefern die Muſter des bier 


u gebenden allgemeinen Beweiſes. Außerdem kann man den zweiten Cheil 
von y theilmeife integsisen, fo daß man erhält 
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W.dx = ferict — aa) Yu — Na) By,-dr, 


biefe Tormel, wenn man fie einmal unter der Vorausſetzung betrachtet, 
»u<1 if, dann auch indem man .) 1 vorausfent, läßt die Wahrheit 
Behauptung ſchon deutlich erfennen. 

Anmerkung 2. Man kann auch bie Inhaltsbeſtimmung 
dem Gefichtspunfte betrachten, daß man fagt: die Inhalte, 
we Slächenfiguren (Sig. 2.) OEMP und ACMP, welche von 
er, zum Abſciſſen⸗Werthe OP—x gehörigen Ordinate MP =y 
enzt werben, find verfchiebene Funktionen von x, die jedoch 
um den conftanten (d. 5. von x= OP unabhängigen) Theil 
OCA, von einander verfchieden find, deren Ableitung nach x 
o jedesmal eine und biefelbe ift, fo nämlich daß, wenn man 
nd einen diefer Inhalte durch f, begeichnet, dann 









o,=y 
wird, wie wir im I. Bd. $. 174.) bereits gefehen haben. 
Aus oh, = folgt aber 


= k=dr6, 

wenn x, irgend ein befondered Integral von y-dx if. Iſt 
mun 1, völlig beſtimmt und gefunden, fo muß noch bie Cons 
Bante C fo beſtimmt werben, daß . FC gerade denjenigen ber 
Inhalte OEMP oder ACMP ausdrückt, den man finden wollte. 
Soll aber 5. B. der Inhalt ACMP gefunden werden, während 
OA — a gegeben ift, fo muß die gefuchte Funktion f, oder 
P. FC fo feyn, daß ihr Werth der Null gleich wird, fobald 
man a flatt x fegt. Alfo hat man nothwendig, y.--C=0, 
d. h. C=—y,, fo daß 


f, — %r —db, 
wird. 


Nimmt man das Beiſpiel 6.) noch einmal vor, mo die Kurve (Fig. 13.) 
durch die Gleichung . 
‚=(2) 


gegeben ik, und wo man a den inhalt 8, annächk wie folgt erhält, 
namlich 
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3 nd 
= —3a +6; 


unb (acht un den Inhalt von CD an, während —0C=a geschen 
ſo erhält m 


3 3 2 
& a 
C == 3a 7 alſo f, ‚=ay a z’ | 
fo oft x den Punkten bes Zweiges DNL zukommt. Sobald aber x 
Punkten des andern Zweiges BMH zukommt, fo gilt diefe Conſtante 
mehr, ſondern es wird dann 0O , fo oft man den Inhalt yon CD 
genommen haben will, weil folcher dann allemal unendlich groß wirb, 
wir im Beifpiel 6.) gefehen haben *). 
Betrachten wir noch bie durch die Gleichung 
- 
J=-77T 
gegebene Hpperbel (Fig. 14.). Für fie wird der Inhalt 
L=—logx+tC; - 
und foll der inhalt von AB an genommen fen, während — OA=a 
geben it, ſo hat man 
O -IogC ober OZlIogo, 
fo daß der Inhalt = dog a—logx log — wird. Dasmal ik x 
Eonftante C imaginär, nämlich der natürliche Logarithme der negative 


Zahl a; allein da für alle Punkte im Zweige BMH die Werthe von x 
gativ find, fo iſt Zogx ebenfalls jedesmal imaginär. Diefe beiden i 


sen Logarithmen in Verbindung, geben dann den reellen Inhalt log * in 
fo fern — wiederum poſtiv if. 4 
$. 28. 4 


Iſt eine Kurve OMB (Zig. 15.) durch eine @feichung 
zwifchen Polar: Koordinaten gegeben, iſt 5.2. Winkel OFM—=v 
und FM =r und die Kurve OMB gegeben durch die Gleichung 

r=r, 


während v im Bogen für den Radius 1 ausgedrückt wird, — 


*) Dies ift ein Beifpiel, wo bie Eonflante einen andern Werth an⸗ 
simmt, fobald die Reihe der Werthe von y ihre Stetigfeit unterbricht. In 
Anwendungen auf trigonometrifche Unterfuchungen kommen aber viel ir . 
fruftivere Fälle der Art vor. 
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Beifpiel 1. Sucht man den Bogen ber durch bie Gleichung 


y=px" 
pebenen Kurve, mo n ganz ober gebrochen feun kann, fo findet man 
=, felglich 
i s=J/,,.V1-Hn?p?x2a-?.dx, 


ke It 4. B. m—2=1, alſo n=z, fo wird 

= /,,./1+n°p’x-dx= %,p°(Yi+3p<— Vi 3p°e)*), 

dies iſt der Bogen der durch bie Gleihimg = — px? oder y pex⸗ 
kgebenen und gewöhnlich Parabel der dritten Ordnung genannten, Kurve. 
Mu gewöhnliche Parabel ik n=2 und für fie wird daher ber 


s—/,.(A-+äp?x")8. dr. 
* Integral redueirt ſich nach den Geruch des $. 13.) auf 


} 222 

| Ix(1-+4p*z If me 
das lertere integral (im $. 6.) bereits 

| =; log (2px-+ 1 —+4p?x?) 

m worden if. Man hat daher fr a=0 


= Hit + 5 Toglapz-+ YIFp"r?). 


Für n negativ, alſo für die Kpperbein der verfchiedenen Drbnungen 
kan das integral nicht in enblicher Form gefunden werden **). 
Beifpiel 2. Zür bie hund bie Gleichung 


„ler 


Ieebene Ellipfe, wird, wenn man 





a = e? fest, der Bogen 


* Diefe Kurven werden Parabeln höherer Ordnung genannt, fo 
unge n pofitiv ift; fie heißen aber Hyperbeln höherer Ordnung, wenn n 
wgativ, alfo —n: pofitiv iſt. 

“) Eine Kurve heißt gewöhnlich quadrirbar oder reftificirbar, 
vun die Integrale, melche den Slächens inhalt oder den Bogen geben, in 
zhlicher Form gefunden merden Fünnen; im entgegengefegten alle ift fie 
‚nicht quadrirbar“ oder „nicht rektifieirbar“. Wir legen bier 
uf Diefen Unterſchied gar einen Werth und halten alle Kurven für quadrir⸗ 
ee, auch alle für rektifieirbar; denn die fogenannten Ausdrücke in endlicher 
kom find oft nichts anders als unendliche Reiben, wie z. ®. a", sinx, 
\i+x, etc. ete. 
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4. 2. 


Wird der Bogen CM einer Kurve OCM gefucht (Sig. 
welche enttweder durch die Gleichung y — y, zwiſchen OP- 
und PM —=y, oder durch die Gkichung r —=r, zwiſchen 8 
fl OFM=v und FM=r gegeben ift, fo findet fich. folı 
wenn OA = a und Winkel OFC== «a gefeßt wird, unmitte 
nach I. 3b. $. 174.) und nach dem $. 20. d. II. B8.), a 
lich fo: 

1) Bogen CM = S,, Yi-+2dy,?-dx 
und auch | 
2) Bogen CM = f., Vor —r?.dr. 


Iſt aber bie Kurve eine doppelt gefrümmte und durch bie 
den Gleichungen y=y, und z=z, gegeben, welche ſich 
drei auf einander fenfrechte Koordinaten: Aren OX, OYı 
OD beziehen, fo ift der gwifchen den u x=a und x—x 
börigen Endpunkten liegende Bogen s diefer Kurve fo: 


s) s=/,.YI+2y’+82,? dx. 


Iſt nämlich in einer Kurve doppelter Krümmung M der Bunt, dı 
Koordinaten Werthe x, y, z find, und N der nächſt anliegende Pu 
deſſen Koordinaten Werthe xdx, y-+dy, z-+dz find, fo it MN 
unendlich Fleine Zuwachs des Bogens s, ber durch ds bezeichnet mei 
Tann. Diefe Linie MN oder ds, ald Gerade angefehen, ift aber der &i 
nach (nad) I. Bd. $. 135.), weil dx, dy, dz die Differenzen der Kos 
naten⸗Werthe ihrer Endpunfte find, ausgedrückt durch 


ds = Vix® Fdy? Fu, 
während dy=Ödy,-dx und dz== dz,-dx if, fo daß 
de = IST 


wird. Die Summe aller diefer Elementchen ds von x=a an bis 
z=x hin, if aber der gefuchte Bogen s von x=a an bis zu x= 
bin, alfo ift nach $. 20.) 


s—=fr-ViFöy,-FOzd 
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man den Bogen da anfangen Lift, mo e=0 if, d. h. für 
=D, 

Diefe Spirale macht alfo unendlich viele Windungen, für welche r<i1 
‚und v negativ, und dann noch unendlich viele Windungen, in welchen 
>1 ik und v pofitiv. Die Länge der erfiern unendlich vielen Windun⸗ 


biß zu dem Puutte bin, wo r— 1, if aber endlich und Ute 












$. 30. 
Eine wichtige Bemerkung über bie Nektififatlon. 

Es iſt wichtig zu bemerken, daß weder die Theorie noch 
Anwendung der Rektififation der Kurven, fobald man 
chtwinklihe Koordinaten:Aren gebraucht, der ebe⸗ 
en Trigonometrie bedürfen. Die gefammte Analyſis bedarf 
auch nicht. Folglich kann man bie Rektififation ber 
vornehmen, ohne von ber ebenen Trigonometrie nur eine 
ng zu haben. Man trägt die gefammte Arithmetik, Algebra, 
ſis des Enblichen und Differential» und Antegral: Rech 
mung, mit einem Worte, den gefammten Kalkul vor, ohne bag 
Dafeyn einer Geometrie überhaupt nur zu Eennen. Man kommt 
in ber Analyfis des Endlichen bei Gelegenheit ber Auffinduns 
bes log (P-q. i zu den beiden Reihen 


x  x°®° x’ >. 
ı- tat ın inf. 


2 4 6 
1-57 +77 gr te in inf. 
die man unter den Namen sinx und cosx einer nähern und 
gründlichen Unterfuchung unterwirft, gang fo wie wir dies im 
erken Bande diefer Schrift gethan haben. Man gelangt fo zur 
fogenannten analytifchen Trigonometrie, welche Feine Geome⸗ 
trie vorausſetzt oder Eennt, welche aber die Zahl x = 3,14159 -»- 
einführt, und zwar als die Eleinfte ihrer Art, der die Eigenichaft 
jutommt, dag sin4m —= 1 wird, d. h. daß die Reihe für sin x 
dem Werth 1 annimmt, fo oft man flatt x die Zahl ix (eur. 
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xra —— —x? 
Diefes Integral kann nur näherungsweife gefunden werben und wie 
im $. 18.) bereits eine unendliche Reihe gefunden, welche, wem 
Plein if, und wenn x nicht größer ald 1 gedacht wird, ſehr ſchnell com 
Beifpiel 3. Suchen wir die Länge ber doppelt gekrümmten 
welche, auf die Ebenen XOY und XOZ projicirt, berüglich die du 


Gleichungen 
* — pꝰxꝰ und 1! — — q’x’ 
gegebenen Parabeln der dritten Ordnung liefert. 
Hier if 


y=pi, alfo &,=jprF; 
und 
gl, alfo %,= iq. 
Demnach ik 
hu FRRFTR 8 Ä 
= pl te tere te 
Beifpiel 4 Iſt die Gleichung 


| r= av” 
ber Spiralen gegeben, wo r und v Polar- Koordinaten find, fo bi 
Ör, = nv"; 
alfo 
| 2? fOr 2 = asy2-2(y® 0°) 
und 


s= BERN a SE dv=a Su" a’ v2)8.dr. 
Für den befonberen Fall, wo n1 1 if, findet man alfo 
s= „ali-+v2)2.dv; 
und diefes Integral wird nad) $. 13.) und $. 6.) ohne Weiteres gefi 
Beifpiel 5. Für die durch die Gleichung 


r=e', ode v={lgr 
gegebene Iogarithmifche Spirale wird 


Or, &a · er 
folglich | 
Vr?+ör2 = e".Yi-Ta?; 
Demnach if 


8 — yi + a? Sue” dv= ur . (e?’ — e*), 
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„Ute, 
m man. ‚den Bogen da anfangen läßt, wo 7*0 if, d. h. für 


—D, 
"Die Spirale macht alfo unendlich viele Bindungen, für welche r<1 
und v negatis, und dann noch umenblich viele Windungen, in welchen 
»1 if und v pofitiv. Die Länge ber erſtern unendlich vielen Windun- 


bis zu dem Punkte bin, wo r—1, iſt aber endlich und ut 


$. 30. 
Eine wichtige Bemerkung über die Nektififation. 


Es ift wichtig zu bemerken, daß weber Die Theorie noch 
: Anwendung der Rektifikation der Kurven, fobald man 
chtwinkliche Koorbinaten:Aren gebraucht, ber ebe⸗ 
:n Zrigonometrie bedürfen. Die gefammte Analyfis bedarf 
rfelben auch nicht. Folglich kann man die Rektifikation der 
urven vornehmen, ohne von der ebenen Trigonometrie nur eine 
hnung zu haben. Man trägt die gefammte Arichmetif, Algebra, 
nalyfiß des Endlichen und Differentials und Nntegral- Rech 
ing, mit einem Worte, den gefammten Kalkul vor, ohne bas 
aſeyn einer Geometrie überhaupt nur zu Fennen. Man fommt 
ber Analyfis des Endlichen bei Gelegenheit ber "uffindung 
8 log u i) J den beiden Reihen 


x? . 
3 + - rt" in inf. 


x® 0. 

I ++ in inf. 
ie man unter den Namen sinx und cosx einer nähern und 
ründlichen Unterfuchung unterwirft, ganz fo wie wir bies im 
tften Bande dieſer Schrift gethan haben. Man gelangt fo zur 
ogenannten analptifchen Trigonometrie, welche Feine Geome⸗ 
tie vorausfegt oder Eennt, welche aber die Zahl x = 3,14159--- 
einführt, und zwar als die Eleinfte ihrer Art, der die Eigenichaft 
zukommt, daß sin in —=1 wird, d. h. daß Die Reihe für sinx 
den Werth 1 annimmt, fo oft man flatt x die Zahl— ix fett. 


J 
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Daß diefe Zahl x die Länge des Halbkreiſes ift, in dem Kr 
deffen Radius = 1, weiß man natürlich nicht, da von Ge 
trie, alfo auch vom Kreife gar nicht bie Rebe feyn fol. 
Kat man aber den gefammten Kalkul entwickelt, wie d 

auch bier gefchehen if, fobald man die geometrifd 
Kapitel überfchlägt und als nicht vorhanden anf 
fo kann man zur Euklidifchen Geometrie übergehen, aber 
Die einfachften Säge vom Dreieck, vom rechtwinflichen Dri 
in's Befondere, und vom Rechteck Hinftellen; dann rechttoinfl 
Koordinaten» Aren vorführen und den Theil der Elemente 
analytifchen Geometrie, der bloß folche Aren vorausſetzt 
namentlich mit Uebergehung der fchiefen Aren und der Po 
Koordinaten), um in diefen Elementen fogleich die Dun 
tur und bie Nektifilation der Kurven vorzutragen, fo wie folı 
in den vorliegenden $$. 27. und 28. N. 1.) geichehen if, 
Weglaffung aller PolarsKoordinaten, und aller Beifpiele. 

Iſt dies gefchehen, fo fiellt man fich die Aufgabe: Ei 
Kreisbogen zu reftificiren, d. h. Die Länge eined Kreisbogend 
berechnen. — Iſt r der Radius des Kreifes, fo ifl, wenn ı 
OX und OY ig. 10.) als die rechtwinklichen Axen fich de 
worauf die KoordinatensWerthe x und y des freiſes ſich 
ziehen, die Gleichung des Kreiſes dieſe: 

"?=r—x’ oder y=Yr?—x?; 


alfo ift 


x — 7 
6) ou. und 1-98 Fi = —, 
a = u en 
folglich ift, wenn Bogen EM durch s bezeichnet wird, und w 
x und y dem Punkte M angehören 


nr 
8 =f ———:dx 
fr? — x? 


Nun ift aber- nach $. 6. N. 18.) 


r 1x 
I %=—r ——; 
Yr?— x? cos T 





fi 
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0 | 7 Ä 
), in fo fen 5,0 ift, 


⸗ r dr I x, 
-/r?— x? cos E g 


überall unter dem Zeichen -Z- der Heinfle (nicht nega- 
Werth dieſes vieldeutigen Ausdrucks verfianden wird, 
denkt man fich nun ben befondern Sal, wo, der Radius 


. gedacht wird, fo findet fich, wenn nun ber Bogen EM 
o bezeichnet wird | 


Bogen EM oder. on 
c0os0 =X. 
: Ießtere Gleichung zeigt uns alfo, daß der 
th der: Kofinus-Neibe 
0: , 0: o® .. 
1274 7 in inf. 
sal der Geraden OP oder x gleich iſt, in dem Kreife 
Radius 1, fo oft flatt © der Bogen EM dieſes Kreifes 
wird. Und da x?+-y? =1 tft, und die Sinus» und 
us⸗Reihen die Eigenfchaft haben, daß 
‚sin o?--cos co? —1 
folgt auch noch 
sino=y*)j; 
j oe’ ,o° 
der Werth der Sinus⸗Reihe e-HtH7 * 


Eigentlich folgt x= sine. Weil aber für o ſehr Hein und 
‚.sino und y iugleich pofitiv werden, fo folgt, daß nur das -L- Zeis 
chts gu nehmen ift. 

IL 8 \ 
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ift genau die Länge der Senkrechten MP ober 
dem Kreife, deſſen Radius 1 ift, wenn nur flatt a der 
EM beffelben Kreifes fubftituirt wird. 


Und da in den Gleichungen L) und IL) x und ; 
die Koordinaten felbft, fondern die Koordinaten: Werth 
ftellen, fo folgt noch, daß die Werthe der Sinus: und 8 
Reihen eines jeden belichig großen Bogens co, allemal da 
dinatensWertben des Enbpunftes M bed Bogens a 
alfo bald pofitio, bald negativ, bald Null find, d. 5. ge 
find, wie dies in den gewöhnlichen Vorträgen über Eler 
Trigonometrie ald Definition der Sinus und Koſinus de 
kel feſtgeſetzt wird. 


Iſt aber dies feſtgeſtellt, ſo darf man nur noch dur 
Definition feſtſetzen, daß man unter dem Sinus oder $ 
irgend eines Winkels, derfelbe mag ſpitz ober flumpf ı 
haben ſeyn, allemal den Sinus oder Kofinus des ihm 
Kreife, defien Radius 1 ift, zugehörigen Bogens v 
wolle, — und bie Grundlage der ebenen Trigonom 
gelegt, und die Paar Säge derfelben, nebft allen ihren ı 
gen Anwendungen Finnen nun ohne Weiteres aufgeſtellt 
ganz fo wie wir im 1. Bande diefer Schrift und zwar 
$$. 62. 63.) es vorausgeſagt haben. 


Würde aber dieſer Gang in irgend einem Lehrbuch 
quent durchgeführt, wie wir Diefes in dem „„ Verſuch eine 
kommen conſequenten Syſtems der Mathematik! beabfi 
(von welchem 7 Theile bereits längſt erfchienen find, w 
bie Iegtern 5 Theile noch nachgeliefert werden müffen), f 
den menigftend alle die Schwierigkeiten oder Lücken, 
jeder Vortrag der ElementarsZrigonometrie hat und no 
dig haben muß, gänzlich befeitigt erfcheinen. Doch hier 
davon. Durch das fo eben Gefagte haben wir wenigft: 
Lücke ausgefüllt, welche wir im „Lehrbuch für den gefa 
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Da nun (nach I. 3b, 66. 170. 171.) dy, die trigonometrifche 
Eangente des Winkels ift, den die Tangente MT der Kurve mit 
ber Abſciſſen⸗Axe macht, fo folgt aus 8.), daß letzterer Winkel 
— 42 — Iv ift, daß alfo die Tangente MT auf der Sehne MD 
ſenktecht ficht, und namentlich in A und G, wo v=0 oder 
BF 2x if, auf der Abſciſſen⸗xe AX fenkrecht ſteht, dagegen. 
Ins ber Mitte zwifchen A und G, d. h. in F alfo in E, wo 
»=x ift, mit ber Abſciſſen⸗Axe parallel läuft. — Die Sehne 
MD ift alfo die Normale für den Punkt M. | 
- Sucht man ben Krümmungshalbmefler g der Cykloide für 
eine Stele, fo nimmt man aus $. 170. oder $. in. 
B 1.35.) 
> Aa 38 2 3 2 2 3 
u yı?) __... (dx,?-4+-dy,?) 
9 = °y, ° oder  Oxy-Od?y,—dy,-0?x, 
und bedient fich lieber des letztern Ausdrucks. Zu ‚dem Ende 
man die Gleichungen 6.) und 7.) noch einmal nach allem 
v bifferengüren, um zu erhalten 
10) ’x,=rsinv md 11) y,=r-cosv. 


Diefe Werthe aus 6.), 7.), 10.) und 11.) in die 9.) fubftituirt, 
geben num 


— * 
12) rt (1—cos v) 


— * = Ar-sin!v== 2X Sehne MD. 


Der Krümmungshalbmeffer an M ift alfe jedesmal boppelt 
fo groß als die Normale bis zur Abſciſſen⸗Axe. 

Sucht man die Abgewickelte der Cykloide (nach 1.38. $. 185.), 
fo findet man, daß folche eine mit der gegebenen congruente 
Cykloide ift, welche nur gegen die Abſciſſen⸗Axe eine andere 
Lage bat. 

Der Bogen AM = s ber Cykloide wird ausgedrückt durch 

s=f,„Y1tdy°.dı = f, Vi dy22-dx,-dv 


d. h. 
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s—= S...Vöx,?fdy,° .dv = fin gv-dv, 
d. . 
13) 8 = 4r(l—cos $v). 
Daher ift die Hälfte AME bes ganzen Bogend AEG ( 
dann v=x und cost ==0 ifl) dem Afachen Radius, 
der ganze Bogen AEG dem ‚Afachen Dutchmeffer des 
gungskreiſes gleich *. 

Wollte man aber den Flächeninhalt AMNS Ber 
berechnen; fo müßte man den Slächeninhalt AMNR finden, und 
von dem Rechtecke ARNS fubtrahiren. Iſt nun AR=NS=B; 
fo iſt 

Inhalt AMNRA = —F dy 


of Page, rd y. 


Das erfiere dieſer beiden Integrale findet fich nad) $.13.) und 
$. 6.); dag andere, indem man theilmeile integrirt, d. 5. bie 
Formel $. 4. N. 3.) anwendet, und y==1 nimmt, fo daß 


*) IR für den Punkt M, FP=x, PW=y, EI’ sr, En=u 
und der zugehörige Winkel v=v, fo iſt (nah N. 13.) 


#—=s—Ar=—Ar.cosirV 


und u=2r—y. Nun if aber nah N. 2.) 


csv=1-L, 
ale | 
1-+ cos v⸗ Y __Ir— u 
Di ne en A — — — 
cos 4vV”?’ = 2 =1 4 —5 
Alſo iſt auch | 
s’? = 16r?.cos$v? =8ru 
d. h. | s°==8r-u 


Diefe Gleichung swifchen Em = u ımd dem Bogen EM’ —#’ hat die Form 
der Gleichung der Parabel und if fehr bequem gr Berechnung eines jeden 
Bogenſtückes. 
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-__ I ı1—y — 1 
9-5 alfo an 
id. Man erhält dann 


1 * 1 r—y IS 
:d — — 
I: Jay Yin! 


nd. dieſes efnbgna kann dann nach $. 12.) vollends une 
erden. 
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s— S...Vöx,?fdy,° -dv = Af, sin gvdv, 
d.h. 
13) s — 4r(l—cos }v). 
Daher ift bie Hälfte AME bes ganzen Bogend AEG ( 
dann v=x und costz==0 ifi) dem Afachen Radius, 
der ganze Bogen AEG dem ‚Afachen Dutchmefler bes 
gungskreiſes gleich H. 

Wollte man aber den Flächeninhalt AMNS der Cytleb 
berechnen; fo müßte man den Slächeninhalt AMNR finden, u 
von dem Rechtecke ARNS fubtrahiren. Stu AR=NS= 
fo if 

Inhalt AMNRA = — dy 


= af .dy, 


Das erftere diefer beiden Integrale findet fich nach $. 13.) und 
$. 6.); das andere, indem man theilmeife integriert, d. h. bie 
Formel $. A. N. 3.) anwendet, und y==1 nimmt, fo daß 


*) Sf für den Punkt M, FP—x, P’—y, Ele, Em=ı 
und ber zugehörige Winkel v=v, fo iſt (nad N. 13.) 
#=s—Ar=—Ar.cosgV 


und u=2r—y. Nun ik aber nah N. 2.) 
osr=1-L, 


alſo 
—ItesV _,‚_Y_2-y_u 
cos 4v’2 — 57 — 1 Or — Ir — Ir’ 
Alſo ik auch | 
8’? — 16r?.cos $3v/? =8ru 
d. h. | s2—8r-u. 
Diefe Gleichung gwifchen Em = u ımd dem Bogen EW’—»’ hat die Korn 


der Gleichung der Parabel und iſt ſehr bequem wur Berechnung eines jebe 
Bogenſtückes. 


zu . 2 121 


us einer 

ya kann, 

rper und 

._ alls noch 
en von x, 


— ou leichungen 


dieſer, fen 
brgrenzen; 


nkrechte Dr: 


us, daß der 

ul, y, welche 

ri ihn in der 
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Linien der Fläche 

> man erhält dann 

Biefer Fläche z = 0 

icfe Gleichung nach y 

‚en gedachten x, zwei 

en werden Ebenen, die 

Sunftionen y/, und yl, 

und yl=px-q ge 

sorftelen. — Und find end⸗ 

angig, fo ift der Körper in 

mit XOZ parallele und von 
benen begrenzt. 

xx an bis zu x— x 
re OX in unendlich viele Theile 
‚eichnet, und durch die Endpunkte 
te ebene Schnitte gelegt, fo ger: 

iich viele, unendlich bünne Schei⸗ 


Viertes Kapitel. 
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Zubatur der Körper und. Quadratur ihrer Oberflächen. ' 


$. 32. Br 
Kubatur der Körper. 
I. Iſt eine Erumme Fläche, alfo der durch fie begrenie: 
Körper mittelft einer Gleichung zwiſchen den auf Drei rechtwic 
liche Aren OX, OY, OZ besogenen Koordinaten: ⸗Werthen * 
y und z gegeben, welche durch 
= Zuy 

vorgeſtellt ſeyn mag, ſo giebt dieſe Gleichung zu gleicher Zeit 
ben auf OX ſenkrechten, zur einem beſtimmten Werth von x ge⸗ 
börigen Durchfchnitt, wenn man in ihr flatt x dieſen beſtimm⸗ 
ten Werth geſetzt fich denkt und bie Gleichung als eine Glel⸗ 
hung zwiſchen z und y anſieht, wo y parallel mit OY und 
z parallel mit OZ in der Ebene de Schnittes genommen ges 
dacht werden. — Nun ift der Flächen⸗ -Inhalt dieſes Schnittes, 
von y — yu bis y=y! genommen und fo weit er auf 

der einen, pofitiven Seite ber Ebene XOY liegt (nach $. 2%.) 

= Syoyıl -dy —f, 
= Sry kW—uN).dy=F, - 

wenn 2 umd 2" die Ordinaten⸗Werthe der Grenzen dieſes Schnit 
te8 in der Richtung der z vorfiellen (nach $. 27. N. II. ©.) 
Dabei. Eönnen 2’ und 2" Die beiden Werthe von z ſeyn, welche 
aus der gegebenen Gleichung 2 255 hervorgehen; «8 kann 


Dagegen 
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ae auch nur 2’. ein folcher Werth ſeyn, während zU aus einer 
andern gegebenen Gleichung zU—zi,, beftimmt ſeyn kann, 
welche eine andere Fläche vorftellt, von welcher der Körper und 
Kolglich auch der Schnitt in der Richtung ber z ebenfalls noch 
Kegrenzt if. Sind y’ und y noch gegebene Funktionen von x, 
a y=yı, und yl=yl,, fo ftellen dieſe Gleichungen 
wei Kurven in der Ebene XOY vor, welche jeden diefer, ſenk⸗ 
‚sche auf OX gelegten Schnitte in- ber. Ebene XOV brgrenzen; 
und da jeder Schnitt felbft durch eine, auf KXOY fenkrechte Or 
binate begrenzt wird, fo fegt biefe Annahme voraus, daß ber 
Körper außer den Flächen z=z,, und ZU—=zil,,, welche 
ihn in ber Richtung der z begrenzen, noch zwei ihn in ber 
Richtung ber y, begrengende allgemeine Cylinderflächen hat, 
welche auf ber Ebene XOY fenkrecht fichen, und von biefer 
Ebene in den durch die Gleichungen y!’—y', und yl—yl, 
gegebenen Kurven gefchnitten werben, fo daß leßtere gleichlam 
die Srunds Flächen dieſer Cylinder bilden. Diele legt erwähns 
an Kurven können auch die Durchſchnitts⸗Linien ber Fläche 
2—=2z,, mit der Ebene XOY feyn, und man erhält dann 
bie Werthe von y! und yü, wenn man in biefer Fläche z = 0 
kat, d. 5. au 0=z,,, wenn man dieſe Gleichung nach y 
auflöſt und dann für y zu jedem gegeben gedachten x, zwei 
Werthe finde. — Diele Cylinder⸗Flächen werben Ebenen, bie 
uf KOY fenkrecht Reben, fo oft die Sunktionen y’, und y!, 
burch die Gleichungen y'=ax+b und yU—=px-tq ge - 
geben find, welche gerade Linien vorſtellen. — Und find end- 
lich y! und y! von x gang unabhängig, fo tft der Körper in 
der Richtung der y durch zwei, mit XOZ parallele und von - 
XOZ um y! und y! entfernte Ebenen begrenzt. 

Denkt man fih nun von x=xl! an bid zu x—x! 
bin, die Länge x— x! ber Are OX in unendlich viele Theile 
getheilt und jeben durch dx bezeichnet, und durch Die Endpunkte 
biefee Theile auf OX fenkrechte ebene Schnitte gelegt, fo zer: 
legt fich der Körper in unendlich viele, unendlich dünne Schei⸗ 


130 Zweite Reihe d. Anwogn. d. hoͤh Anal. Kap. IV. €: 
Anmerkung Wir enthalten und weiterer Beiſpoele, 
hier nicht nöthig erfcheinen; und wir enthalten und auch. ii 
Formeln, durch welche die Oberfläche in Polar»: 
ausgebrückt wird. Wer recht ausführliche Unterfuchungen 
über Eennen lernen will, findet fie im 2er Theile eb „ 
buchs der Mechanik." Berlin 1837 bei Enslin. Kap. VI. 
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wotirde, wenn fie vollftändig, d. h. wenn "= 0 wäre. — 
Dann drückt aber das Integral 

Sorge —r?)- sin p ‚a. dp 
Ben Inhalt der durch alle diefe abgekürzten Pyramiden, bie zu 
Demfelben 0 gehören, gebildeten Feilförmigen Scheibe aus, welche 
in einer Nichtung durch die beiden Flächen r!,, und ri, 
in der zweiten Richtung. aber durch bie Werthe p= gl und 
p= pi begrenzt wird. — Zulest drückt das Integral 
. (O)- Ser Sog lt? — r"?) sin p-dp)- W 
den Inhalt des ganzen Körpers aus, wie er außer den eben 
angeführten Grenzen, auch noch von den durch = und 
d— Hu gegebenen Ebenen begrenzt wird. Dabei Eönnen g! 
und p auch noch‘ Funktionen von 6 oder auch, was gewöhn: 
licher der Fall iſt, nach 9 conſtant feyn. 


Beifpiel 1. Denkt man fich den durch Umdrehung einer Geraden 
y=px um bie Are OX gebildeten ſenkrechten Kegel, fo iſt fein Eörpers 
licher Inhalt (nach II.) 


x wg. „y** «dx = xp?/, gt ‚x?« dx = jxp?(x’’—x°), 

Iſt **0, alſo x’ die Höhe des Kegels und px’ ber Radius der 
Grundfläche, fo iſt der Inhalt der Grundflähe = xp?x’’; alfo der In⸗ 
balt des ganzen Kegels bis zur Spige = xp?x’? X ix’ = Ip’; und 
dies Reſultat der Euklidifchen Geometrie ſtimmt ganz mit dem oben erhals 
tenen Refultat, fobald in felbigem x’ = 0 gefegt wird. 

Beiſpiel 2. Denkt man fih ben Eylinder, welcher durch Umdre⸗ 
un der Geraden y=p um bie Are OX erzeugt wird, fo iſt fein 

nhalt 





*) Die Grundflächen der beiden Pyramiden, deren Differen dieſe abs 
gekürzte Pyramide if, find zwar unendlich⸗kleine Kugel⸗Vierecke, die man 
aber als Rechtecke anſehen und berechnen kann. Die Dimenfionen des. 
einen, größern dieſer Rechtecke find nun · do und r’-sinp-dd; beſſen 

J.Mhalt iſt ale = r2. Sin ꝙ; · d · dgd9. Der Inhalt des andern Rechtegs 
iR aus demſelben Grunde = r*-sing-do-d9. Die Höhen dieſer Py⸗ 
tamiden bis zur Spige O berfelben find r’ und r’; daher if der Förper- 
liche Inhalt beider = Ir’. :sing-dao-d9 und = 4r’-sinp-do-d9. — 

| nie “ der Inhalt ihrer Differem = Hr’ r’’)-simp-dp-dd; genau 

wie oben. 







t 
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** 2,0)? dx = [Je APR, | -dxe = «p°(z’ —x") 

Daſſelbe giebt auch die Euflidifche Geometzie, mern man bedenkt, DIE 

z’— x’ die Höhe dieſes Eylinders und ap? deſſen Grundfläche iR. 
Beifpiel 3. Denkt man eo die durch die Gleichung 


’= —ãSS 


gegebene Elligfe um bie Are OX gedreht, fo entficht ein undecherc⸗E 
lipſoid, deſſen körperlicher Inhalt (nach II.), wenn man x” = 0 


2* Er dee x») 
ik. Setzt man noch x’ = 2a, fo ergiebt fich hieraus der Juhalt di 
ganzen Ellipfoids 
= $ab?x. 


Und wird zuletzt noch b=a, fo daß das Ellipſoid in eine Kugel übe 
geht, fo erhält man berem Inhalt 
= 4a’, 

während a der Radius der Kugel ik. — Dies legtere ſtimmt aber gene. 
mit dem aus der Euflidifchen Geometrie befannten Refultate überein. 

Beiſpiel 4. Suchen wir den Inhalt deſſelben Umdrehungs⸗ Elli⸗⸗ 
ſoids, geben wir aber die Mittelpunkts⸗Gleichung der Umdrehungs⸗Ellipfe, 
nämlich 

y” = ea), 
fo liegt O im Mittel: Punkte. WIN man nım den Inhalt des ganzen El 
Kipfoids haben, ſo muß x =a und x’ = —a genommen werden. 
Man erhält dann 
/y- 1 ana are); 

folglich ift der Inhalt des halben Ellipfoidd = Zab?x; alfo der inhalt 
des ganzen S Jab?’x; genau fo wie vorher. | 

Beifpiel 5. Es foll der Inhalt ve durch die Gleichung 
S+ro+z=1 Ä 
gegebenen Ellipfoids gefunden werden. — Sole it, fo lange nicht zwei der 
drei Halbmeſſer a, b, c einander gleich werden, Fein Umdrehungs- Ellipfoid, 


und man muß daher nun dem Inhalt nach der Formel J. 2.) berechnen. 
Es iſt aber hier 
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2 8 
Se —rN).dy= ff V 1-3 1347 


6. 13. und $. 6.) 


x? 
= 1-5--be(1- =)" 0 — 
Will man num den Inhalt F des ganzen Querſchnitts haben, wie er 
die ellipſoidiſche Oberfläche begrenzt wird, fo find y’ und y’ die bei- 
Verthe von y, welche aus ber Gleichung des Ellipfoids für 30 
rgehen; d. h. es ik 


ya+lyaza und Maya 


sch wird aber, — weil 1-5-5 an Diefen beiben Srenien 


dull gleich wird, und Z an benfelben beiden Grenzen in zo 


eht, welcher einmal —=— x und das andere Mal 4 ger 
sen werden mu), - der Inhalt F des Querfchnittes 


=be (1-5) “r), 








) Der Querfchnitt beſteht aus zwei eongruenten halben Ellipſen. Nimmt 
ert Vy mb O, fo belommt man bie eine 


e, und dieſe doppelt genommen, giebt den ganzen Querſchnitt. Dies 
wiederum zu obigem Reſultate. 


Die Gleichung ni Auenchnuna wiſchen yanzif 
T +3 _. = 
2(4?— x?) 51 
eicht man dies mit der nis der Ellipſe 
b‘2 I + e/2 = 1, 
inhalt = bie’ if, fo hat man 
| b=tyazı? 


‘= Ya x? 
jes giebt denfelben Inhalt wie oben. 
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Deshalb if mm der Inhalt des gamen Elipfeibs, wei — 
ud x” = —a genommen werden nuß, 


= Sera 1 -5)- .dx = $abex, 


MR a=b=c, fa geht das Ellipſoid in eine Kügel, ey 
halt wiederum in faꝰx über. | 


$. 33. 
Quadratur der Irummen Oberflächen. 

I. SR eine Erumme Oberfläche gegeben durch, bie 
rechtiwinkliche Koordinaten s Aren OX, OY, OZ bejoger 
Gleichung 

Z=Zy 
fo kann man unendlich viele Ebenen legen fenkrecht auf 0X. 
und unendlich viele fenkrecht auf OY, fo daß erſtere um di, 
fegtere um dy-von einander abftehen. Dadurch zerlegt ich ik 
Dberfläche in lauter unendlich:Eleine, mithin als eben ante 
fehende vierfeitige Figuren, deren Projektion auf XOY ein Rechtet 
iſt, welches den Inhalt dx-dy hat. 

Betrachtet man nun eines dieſer Vierecke E, an ber durch 
x, y gegebenen Stelle, fo macht ſolches mit ber Ebene XOY 
einen Winkel, den auch die Normale an diefer Stelle mit ba 
OZ macht und deſſen Kofinus daher (nach I. Sb. $. 176.) - 
’ 1 


| = per 
if. Serner bat man die Projeftion dx-dy, fo oft man E mi 
diefem Koſinus multiplicirt. Folglich ift 
E=Vi+82,°+82,?-dx-dy. 
Dann iſt aber (nach $. 20.) 
(9)-- Ir lde Vi HOm*T82°).dy 
oder 
dx: Su IF Om FOR” dy 
der Inhalt des Streifens, welcher die Oberfläche der Sceib 
bildet, die durch bie beiden zu xı=x und x=x-4d 
geh‘ 


x 
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Hörigen auf OX ‚fenkrechten Duerfchnitte gebildet wird; denn 
efer. Inhalt :ift die Summe aller der unendlich vielen Vierecke 
, weiche zu demfelben x gehören. 

Integrirt man nun noch einmal und dasmal nach x, 
daß man 


(G) ·· SuraulSunyu 14 02,°-+02,° dy) · dx 


hält, fo hat man (nach $. 20.) die Summe aller dieſer Strei⸗ 
von X—x an bis zu x2 hin, d. h. den Inhalt 
r ganzen Oberfläche des Körpers, zwiſchen den beſtimmten 
renzen. 
IT. ft die gegebene Fläche eine Umdrehungs⸗Fläche, welche 
sch Umdrehung der durch 
ı Y=Yy%. 

gebenen Kurve, um OX herum, entfteht, fo findet fich der 
tere Streifen auch ohne integration, weil er als ein von der 
ndrehung der Tangente an die Umdrehungs- Kurve gebildeter 
gefürzter -Regelmantel berechnet werden kann, deſſen Geite 
Vax®dy? = Vitöy?.d iſt, fo daß der Inhalt 
‚2ay-Yi+dyr?-dx wird, weil die Unendlich> Kleinen höhe⸗ 
Ordnung weggelaffen werden müſſen. Darum ift nun der 
halt der ganzen Umdrehungs- Oberfläche zwiſchen den beiden 
x—x und x— x gehörigen, auf OX fenfrechten Ebenen 
N = 2 fa)" —— dx. 

Beiſpiel. Der Mantel des Kegels, der durch Umdrehung der Geraden 

= px 
ſteht, iſt alfo, weil dy, p ih, 
= uf. VItp?-x-dx 
— xx’2pVi+p?— xx'2pY1+p?, 

x 0 wird alfo der ganze Kegel⸗Mantel von deffen Spise O an | 
zur Grundfläche, deren Radius px’ iſt (ſo daß x’ die Höhe umd 
2 pr? dh x.VYitp? die Geite diefes Kegels if), 


xx’2pVip?, und daſſelbe Reſultat giebt auch die Euklidiſche Gr — 


rie. 
dp. II. | g 
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Anmerkung. Wir enthalten und weiterer Beiſpiele, Sk 
hier nicht nöthig erfcheinen; und mir enthalten und auch Ki 
Formeln, durch welche die Oberfläche in Polar: Kooediucks 
ausgedrückt wird. Wer recht ausführliche Unterſuchungen 
über Eennen lernen will, findet fie im 2ten Theile bed „Ehe 
buchs der Mechanik." Berlin 1837 bei Enslin. Kap. VI. 
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—* der — 1 > findet man mun fogleich 
3) == /MN.dx 
Toga  EE y” +1log —— -+y” +6, ; 
u fubftituirt man diefen Werth flatt f in die Gleichung 2), fo giebt ſolche 
D öC, = d, ap C,=Hogyt+ const. 
ichin iſt das geſuchte Integral E bas nachfichende: 
6) joga Zu ——— 
, wenn man alle drei Zogarithmen vereinigt, 

= „HELL + ng st JH FIT roonst. 











$. 37. 
Eine totale Differential» Gleihung @x,y,0y, etc. etc, — 0 


integrirt, fobaldb man eine Gleichung f=0 mit einer 
unbeftimmten Conftante c gefunden hat, fo, daß wenn 
as f=0 und 8 0, diefe Eonflante ce elimi- 
ut, Die entſtehende Differentials&leichung mit der gegebenen 
=0 zuſammenfällt. — Die Gleichung f=0 mit der 
nilkührlichen Eonftante c, heißt das allgemeine Integral 
mw —*0. 

1) So findet fich z. B. von der Gleichung 

Jıy®— y? Fer) 8,=0, 
allgemeine Integral 
»’—ıy+ey’ = oder = +c=0, 

9) So findet ſich von der Gleichung 

xty-öy,+z92,=0, 


ty’ pe’=c. 
3) So iſt aber auch von der Gleichung 
ee ar a dey, ⸗ O. 


Wed allgemeine utegtal 





allgemeine Integral 


x’ -- c-dy, = 0, 
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etc. etc. nach jedem dieſer letztern Veränderlichen, fo bat wi 
Partial:Differential-Zunktionen und Partiel-Difi | 
rential⸗Gleichungen. | 

Zunächft foll (in diefem Kapitel) nur von ben 
Differential: Funktionen und den totalen Differential:& 
die Rede feyn. Jede Funktion, welche gar Feine | 
Differential: Koefficienten enthält, alſo mas wir bisher ſchie 
weg eine Funktion nannten, kann von nun an im Gegeufag 
Differential: Funktionen eine Ur⸗Funktion genannt werben. 

4. 35. 
Eine totale Differential: Funktion, wie etwa 
1- 1 x 

yoyzhntteöytaytb ode. 1 
beißt integrirt, fobald man eine (Differentials ober rs) Sub 
tion f ber nächft niebrigern Ordnung gefunden hat, weiche, wenn 
man fie nach allem x bifferenziirt, genau die gegebene Funktien 
p wieder bervorbringt, ohne daß für y eine beſtimmte Funktior 
von x gelegt wird, alfo während y eine völlig unbe 
ſtimmte Funktion von x vorftellt. 

Es muß alfs für unfer Beifpiel, wenn Oy, durch y’ bezeichnet wirl 
das integral E fo feyn, daß 

1 
1), yo — — 
d. h., weil (nach I. Bd. $. 1546i.) 
N, Of, +Of,-0y,-+öf,-dy/, und 8y,—=d°y, 
ft, daß 
9) O8, FON, By, HOl,02y, = 0°, dyꝶ M yX 

werde, für jede Funktion von x, welche unter y, gedacht werden mag. 

Soll aber in der Gleichung 2.) alles links genau fo ſtehen, mie recht 
während y, alfo auch dy,, 9°y, völlig unbeſtimmt und willkührlich geba« 
werben, fo müſſen die Koeffiienten von 8°y, links und recht einant 
gleich feun; d. h. es muß feyn 
3) of =. 
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—— 
8 4) ’ t= [Zar 


. sber (md $. 3. 1) =F+0=7'+6 


we C u y’ eomftant, d. h. ohne y’ fenn muß, aber noch die, von y’ 
Sehnen x und y enthalten kann ). 
* num dieſes C y tod zu befimmen, bat man zu beachten, daß ber 
ung 1.) oder 2) "Genligt werden muß, daß alfo noch. (wenn die mit 
„ wultiplicite 3.) von der ” fubtrahirt wird) 


r De SD SE nn 
werden muß. Nun giebt aber die Gleichung 4.) 










6) . %,—=0C, und f,=— 7; +06, 
Bubftittärt man daher diefe Werthe in bie Blum 5.), fo erhält man 
n 86, +86, -dy, = x-dy,tay-+b”, 


Bdtes diefer Gleichung muß nun C oder C,, gefunden werden. 
Dr Wendet man aber auf biefe Gleichung zur Beſtimmung von C, diefel⸗ 
— an, bie man auf die Gleichung 2.) zur Vekiamung von f 
t hat, fo hat man wieder 
3 9 8, =x, al C=fk-dy—=ıy+C, 
E wo C/ nad) y confant ſeyn muß, alfo nur noch x enthalten darf. Subſti⸗ 
tairt man biefen Werth ſtatt C in die 7.) und bemerkt man, daß 
8C, = y-}+8C’, wird, fo ergiebt ſich 
9) 8C/, = (a—1)y-+b*, 
und diefe Gleichung dient nun noch zur Beftimmung vor €’. — Weil aber 
C ein y enthalten darf, fo Fann auch 8C/, Fein y enthalten; folglich ent 
hält die Gleichung 9.) einen Widerfpruch, fo lange niht a—1=0,d. h. 
a—1 if. Diefer Widerfpruch zeigt an, daß dasmal die gegebene Funk⸗ 
tion ein Integral in dem Sinne hat, in melchem es hier gefucht murde, 
nämlich während y jede unbeſtimmte Zunftion von x vorfellen fall **). 


” Die Sormel 
| „= 86 -+Öl, dy, Tdh ·dy, 
im I. Bdb. $. 154bis,) erwieſen, und and jenem Beweiſe seht hewor, daß 
in ben Ausbrüden Of, öf,, öf,.. die Veranderlichen x, y, y’ als von ein- 
uber ganz unabhängig angefehen werden follen, und daß in dieſem Sinne 
die Ableitungen zu nehmen find, damit die Formel ſelbſt richtig ſey. 
”") Gent man nämlich flatt y irgend eine beſtimmte und befannte 
Funktion von x, und flatt dy, dey, ihre entfprechenden Werthe, fo wird-_ 
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Sollte aber a1 vorausgefegt werden, fo würbe die Gleichung 9.) 

jest bloß 
0, =b* 

und fogleich = gen 5 +e 
geben, während e nad) y,, nach y und auch noch nach x eratam, —2 
beliebig gedacht werden muß. 

Aus dieſen Betrachtungen geht folgende hervor· 

1) Die Aufgabe: „eine gegebene Differential Funktion u 
integriren“ ift nicht immer möglich, und in dem vorliegen 
den Beifpiele nur möglich, wenn a—=1 feyn follte. 


2) Iſt aber die Aufgabe felbft möglich, fo erfordert ihre I. 
Löſung, wie dieſes Beiſpiel zeigt, bloß wiederholte Integeationen | 
entwickelt gegebener Funktionen, z. B. nach y/, nach y, und 
nach x, letztere als eben fo viele von einander ganz unabhängige 
Veränderliche angefehen, fo Daß, wenn bie integration nach eis 
nem derſelben (mittelft der Lehren des erfien Kapitels) erfolgt, 
die übrigen als chen fo viele Eonftanten angefehen wer: 
den müffen. 





Namentlich hat fich hiernach gefunden das integral von 
J 0°y,—dy,°-+-xy? ° ar y’+b" 


y: nach x, 
ht te 


d. h. diefe letztere Funktion giebt, wenn man fie nad) allem x differenziert, 
zum Differential: Koeffieienten genau die gegebene Differential- Sumktion 
wieder, während unter y eine ganz unbeftimmte gunftion von x gedacht wird, 


Iſt aber die Aufgabe möglich, fo fagt man, „die gege 
bene Differential-Funktion fey integrabel; im entge 
gengefegten Falle wird fie „nicht integrabel⸗ genannt. 





eine bloße explieite Funktion von x, die allemal ein Integral hat, wenn 
folches auch nicht immer in endlicher Form exiſtiren follte. 
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R 


$. 36. 


FR die zu integrivende Differential-Zunftion felber noch 
zwar der Form nach beflimmt, aber im Uebrigen unbeftinmt, fo 
kann man zulegt (wie in dem vorigen Beiſpiel die bejondere 
: Gleihung a= 1) allgemeine Gleichungen bekommen, welche 
. erfüllt ſeyn müflen, wenn die Sunktion integrabel feyn fol. 
Dieſe Gleichungen führen dann den Namen: „Bedingungs: 
Gleichungen der Integrabilität“. — Sind dieſe Glei⸗ 
chungen erfüllt, fo iſt das Integral in dem Sinne des $. 35.) 
möglich, d. 5. die Funktion ift integrabel; — außerdem nicht. 

Verſucht man «8 und integrirt man bie Differential: 


. Sunftion Ä 
° M,, +-N,y Oyx x 
auf dem im $. 35.) vorgezeichneten Wege, fo erhält man als 
Bebingungs: Gleichung der Sutegrabilität, die Gleichung 
(I) ‚8M,=8N,. 
Iſt nämlich = dag geſuchte Integral, ſo hat man 
df. -df dy. M-NM. dy,, 


alſo auch 
1) = M md 9 =N. 

Aus ,—=N folge nun f=/N-dy-+-C,; oder, wenn 
3) “ JNdy=v 


gefest wird, fo daß v irgend ein befonderes Integral von N. 
nach y vorftellt, 
4) f=v,tC. 

Subftituirt man nun dies in bie Gleichung 1.), fo er 
Hält man | 
.. 89, +8G,=M, oder 80,=M—Ov, 
woraus | 

5) C, = /(M— dv,).dx-Hc 
ſich ergiebt, wenn nur in M— dv, fein y mehr vorkommt, weil 
ſonſt die Gleichung 5.) einen Widerſpruch enthalten und dann 
anzeigen würde, daß M--N-dy, dasmal nicht integrabel 
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ſey. Es muß daher M— dv, nad) y differenzürt, Null geben; 
d. h. es miß 

dM, —duiv., oder 8M,— dod,) 
ber Null gleich ſeyn, und dies iſt die Bedingungs⸗Gleichung d‘) |, 
in fo fern (nah) 3.) dv,—=N if. 

Iſt alfo die Gleichung F.) erfüllt, fo geben bie 4.) nk 
bie 5.) das Integral F volftändig, und folches nimmt (wegen 
5.) noch eine Eonftante c in fih auf. 

So ik 4. B. y-rx-dy, integrabel, weil dir M=y, N=x; N 
O4, =1=0N, if. Und das Integral von y-—-x-dy, findet ſich =ıyk 
— Dagegen ift y—x-Oy, nicht integrabel. — Aber der Dustin F 
y—x-0y, 

y* 







ik wieder iutetrubel, weil jet M= N=—5, 
wieherum DM, =— a =0N, if. Das Integral ſelbt it =#4en, 


Will man aber integriren die Differenzial: Funktion | 


11.) M,,; „tN.y. " dy x + Puy . O2, ’ 
fo finden fi, wenn man genau nach $. 20. verführt, die drei 
Bedingungs- Gleichungen der Integrabilität, nämlich | 

1) 2M,=0P,; 9 8M,=dN,; 3) 8N,=2P,. 

Iſt nämlih ſay,“ das gefuchte Integral von 
M-H-N-dy,+P-dz,, fo bat man 

1)  d-Höf,-dys-+86-d82, = M--N-dy,-t-P- de; 
folglich muß 

29 ö,=P; d, — N und df. ⸗ M 


*) Daß übrigens OM,—ON, ſeyn müſſe, fo oft ein Integral F erifirt, 
folgt unmittelbar aus den Gleichungen 1.) und 2.), weil die eine 


8” L,= ON, , 


die andere, dagegen daffelbe 
of, ON, 
liefert. — Diefe Betrachtung überzeugt aber nicht, daß umgefehrt, wen 
oM, —8N, erfült ift, dann allemal wirklich ein Integral f, in dem Sinne, 


wie gefucht wird, exiſtiren müffe. 
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ſeyn. Die erſtere ve drei Gleichungen giebt 

3) —=/P-d-+-C,,; | 
und fubftituirt man * Werth in die beiden andern Glei⸗ 
chungen, ſo erhält man 

an) - 8C, = N—öä(/P.dz),; 

5) 80,=M-—ö(/P.dz),. 
Da nun dieſe beiden Ausdrücke zur Nechten Eein 2 enthalten 
dürfen, fo muß, wenn man fie nach z differenzüirt, jeder der 
beiden Differenzial: Koefficienten der Null gleich: werden. Dies 
giebt aber | 

ON,— OP, -0 wm 3M.—oPp,=0; 

und dies find bie obigen beiden Bebingungs- Gleichungen 3.) 
und 1.). — Sind fie erfüllt, fo findet man aus 4.) fogleich. 

9) C=SIN-fP-d),)-dy-+C, 
wo C! kein y mehr enthalten darf, alfo höchftend noch x ent 
hält. Subftituirt man nun bdiefen Werth von C noch in bie 
Sleihung 54), fo ergiebt fich zuletzt 

7) 80, = M—A(/P-d2),—&/IN—9(/P-dz),]-dy),, 
199 alle angezeigten Integrale beliebige beſondere Sintegrale vor 
fielen, daffelbe Zeichen aber allemal ein und daffelbe 

Dieſer Ausdruck zur Nechten Darf nun Fein y mehr haben; 
alfo muß, wenn er nach y differenziirt wird, fein Differential 
der Null gleich werden; und dies giebt noch die Bedingung: 
Gleichung 2.) — Iſt fie erfüllt, fo liefert die 7°.) fogleich noch 
C', dazu, fo daß man nun f volftändig gefunden bat. 

So iſt 3. B. 

x xy 
rend 


integrabel und giebt, integrirt, +0; eben weil hier M= Z, | 


x 
„P=—-2, a M,=—-=öp, 8N=—-=0P, 


N= 
und noch DM, = z =0N, if. — Wäre aber eine diefer drei Bedin⸗ 
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sunge Beinen nicht erfüllt, ſo wäre auch die * nicht üntegens 11 
bel. — So iſt z. B 
y 
Ä rg inte 
nicht integrabel. | 
a y-xdy, | ! 
Beifpieli. Es ſey 5 zu integriren. — Vergleicht wm 
i 1 N.dy,, = I, —— — 
dieſen Fall mit Tr — ſo hat man M za N eye ! 
alſo aM, — rm —BN,; folglich if diefe Funktion integrabel. — 
Bezeichnet man nun ihr Integral durch £, „, fo hat man 
—_ _J,I — __: 
1) = Fy: und? 2) dl, = 55 
Aus der zweiten Gleichung folgt dann 
x 1 . 
Subfituirt man aber diefen Werth flatt f in die 1.), fo erhält man 
4) 0,=0, ap C=eons.=e, 
fo daß man 
1y 


5) [= ex 


als das gefuchte Infegral gefunden hat, wofür man auch, da 
ig x —gogx Igy 
6) f= IX. const, 
ig y 


fchreiben Fann. 
Beifpiel 2. Sol die Funktion 


1428 y.dy, —— dyä 
rt 


integrirt werden, fo vergleiche man folche niit M--N-Oy,, und man m 
2 a Vx?£y? Vo. 2 
„tree m n- 22 Yet? ‚1 
auch zeigt fich wirklich DOM, — dN,; folglih if diefe Diperentul Aut 


tion integrabel. — Integrirt man aber, und ift S,., das gefuchte Integral, 
fo hat man 


) = er HERR > 1 1Y4y Vz®+y® Ver”, 
2) — 
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Aus der Sri 1 ) findet man. nun ſogleich 

1N· dx 

= lg: — FR, ve SIERT, c, 

und ſubſtituirt man biefn Werth ſtatt £ in Die Gleichung 2.), fo giebt biche 

4) dl, = 5 ap C,=Hogy+ eonst. 
Mithin if dns or Sun Ef f das nachfiehenbe: 
Sder, wenn Man ale drei gogmitinen vereinigt, 


a Ly2 
{= —y: tt +3log sy(—y-+Yx?-+y?)-+eonst. 


$. 37. 
Eine totale Differential⸗Gleichung @x,y,37, etc. te. — 0 


beißt integrirt, fobald man eine Sleihung f=0O . mit einer 
neuen unbeftimmten Conſtante c gefunden bat, fo, daß wenn 
man aus f=0 und Alu =0, diefe Eonflante c elimi- 
nirt, die entftehende Differential»Gleichung mit der gegebenen 
p=0 zuſammenfällt. — Die Gleichung f=0 mit der 
willlũhrlichen Conſtante c, heißt das allgemeine Integral 
von — * 0. 

1) So findet ſich z. B. von der Gleichung 

3xy® — y?+(xy—2x°).dy, = 0, 
das allgemeine Integral 
2 xy+y°=0 oder 
>> So findet ſich von der Gleichung 
x-+-y-öy,+z.92, = 0, 
das allgemeine Integral 
x’ + y°+.’= 


3) So iſt aber auch von der Gleichung 
—y3 
ey, dey, . 
—— 
das allgemeine Integral 


— 


—— 





x’ — ıy— cd, —=0. 
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Hat num eine Gleichung bie Form 
19 X.V, XLV. dy. = 0, 
fo darf man nur durch X’, und Y, dividiren, um ſogleich 
Beränderlichen getrennt zu haben. Man erhält dann 
| x, v 


und davon ift dann das integral 


- X / 
39 Sg + [7 y=« | 
Dffenbar aber hat man bier für bie Gleichung 1!.) nur. 


. . l 
die Methode des integrirenden Faktors, der hier xy ift, 


gewandt, fo daß diefe „Methode der Trennung der Veränberlis 
chen! nicht eigentlich als eine neue Methode auſiahit wer⸗ 
den kann. 


Iſt 3. B. y-rx-dy,=0 m integriren, fo dividire man dieſe S 
chung durch xy und Man ertalt 


—— 
y 
In diefer Gleichung find num die Veränderlichen getrennt, und ihr Integral 
it daher 
ı ar fz rss d.h. logxtlgy=c 
oder. logay)=e, d.h. xy=e* oder xyı=C, 
wo C eine willführliche Eonftante iſt. 

Man hätte ſogleich in der Gleichung og(x) Se flatt c ſchreiben 
können Jog c, weil Jog ce noch eben fo gut jede willkührliche Conſtante aus⸗ 
drückt wie ec ſelbſt. Dann fchrich man ohne Weiteres ftatt 

log(sy)=loge, ſogleich xy=c. 


r 


IV. Integration durch Einführung newer Veränderlichen, 

In allen den Fällen, wo die vorher befchriebenen Methos 

den nicht mit Erfolg angewandt werden Fönnen, führt man eis 

wen oder zwei neue DVeränderliche ein, in der Hoffnung, daß 

Die neue Differential-Gleichung dann nach einer ber vorbefchrie: 
x voden behandelt werben könne. 
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A Sind z. B. M und N homogene Funktionen ven x 

d y von einerlei 5. 3. von der nien Dimenfion.*), fo fege 

y=x, alo dy,—=x-d2, 4-7; die Funktionen M und 

nehmen dadurch bezüglich die Form x’-P, und x’-Q, an 

die Sleihung M--N-dy, = 0 geht dadurch über in 
P+Q.x-d2.-42) = 0 

bin .  P,-+4Q,+4x0Q,.d2, = 0. 

diefer können die Veränderlichen fogleich getrennt werden, 

fie wird dann 





giebt, integeirt, 


log + fon; .da=c 


Iſt z. 3. zu integriren die Gleichung 
x-+y-ödy,=ny, 
wird fie, wenn man y—xz fcht, 
| 1-Fz2(x-Öz, +2) = nz 





Ar - 
— up d,=0; 
alſo giebt fie, Integririt 


zZ 
lg fr ee 


Will man hier no re finden, fo muß tan den 


Such in zwei Pertiels Brüche zerlegen, oder man muß direkt nach $. 11.) 
verfahren, um den doppelten Partial- Bruch ohne Weiteres zu. integriren. 
Auf dieſem legteren Wege erhält man zunächſt 


Sr .dz= 4log Ve Pe 


996.9 M=r—ity und N=xy2—3xy-Höy>, fo find 
R und N homogene Zunktionen yon I; dritten Dimenfion. — Hat man 
aber Wr ud N=- * fo find M und N homogene 


Sunftionen von der (— 2)ten Dimenſen 
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$. 39. 


Daß aber jede Differential-Gleihung der nien Ordnung 
zwiſchen zwei Veränderlichen x und y, ein Ur⸗Integral .mit n 
willkührlichen Conſtanten habe, wenn auch vielleicht nicht immer 
in endlicher Sorm, — das lehrt wiederum der Maclaurin⸗ 
ſche Lehrſatz. 

Iſt z. B. eine Differential⸗Gleichung der 2tem Orduug 
gegeben, fo kam man aus ihr 8?y, finden in x, y und dy. 
ausgedrückt. — Differensürt man diefe Gleichung noch einmal, 
und fubftituirt man fogleich flatt 3?y, feinen fo eben gefunde 


nen Werth, fo erhält man dey, in x, y und Ay, ausgebrüdt. 1 


Differenzüirt man jegt noch einmal, und ſubſtituirt man flatt 


d?y, (und nöthigen Falles auch ftatt 8°y,) ihren fo eben ge | 


fundenen Werth, fo erhält man O*y, in x, y und dy, auf 
gedrückt. — Fährt man fo fort, fo erhält man alle höheren Ab 
leitungen von y nad) x, ohne Ende fort, in x, y und 2%. 
ausgedrückt. 
Nimmt man nun den Maclaurin’fchen Lehriag 
8 


(O)-- y=yotdyoxtdyo gr +öyorz 
4 
+ötyo art 


und ſubſtituirt man hier herein flatt 8°y,, 8°y, etc. etc. ihre 
fo eben gefundenen Werthe, in x, y und dy, ausgebrückt, wäh 
rend flatt x die Null gefegt werden muß, fo hat man y in eine 





nach Potenzen von x geordnete Reihe ausgedrückt gefunden, in 


deren einzelnen Koefficienten die Conftanten y, und dy, vor 

fommen, wofür man zwei gang willkührliche Eonftanten a und 

b fehreiben kann, weil dann dieſe Maclaurin’iche Reihe ſelbſt 

für x=0, y=a, und wenn man bie Neihe differengürt 
und dann x—=0O fehl, auch noch dy,—b_ liefert. 

Man begreift, wie diefelbe Reihe ©.) y in x ausgedrückt 

on mit 
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Die gegebene Differential⸗Gleichung wird num 
6) (a+me--nß)+mt--nu 
| aber - +[b-+po+gB) +pt+ qu)-du =0. 


7) (mt-+nu) - (pt-}- qu)du. = 0, 
n man a und B fo nimmt, daß 
8) a+ma-+n?=0 und b+-pe+gB=0 | 
ird. — Um nun biefe homogene Gleichung 7.) (nach A.) weis 
zu behandeln, fest. man 
9) u==vt, alſo du, =v-t-dv; 
d.man erhält nun bie Gleichung 

m--nv—-(p-+qv) (v+tdv)=0, oder 


1 pt — 
BE SC ca 
in welchen die DVeränderlichen getrennt find. Und dieſe Gleis 
dung, integrirt, giebt 


ı Pt 
11) log u Free er =—C 


M--N.3,, =0 
auch allemal die nachſtehende Som geben, nimiich 
N-.dy= 
J Führt man nun neue Seränberliche tund u A ein, daß 
xı=t+a, y=u+ß 
J wird, und find dt, du, dx, dy zufammengehörige unendlich: Feine Zumachfe, 
fo hat man fogleich 











dx=dt und dy=da; 
und die Gleichung 


 N-dx+-N.dy=0 
geht fogleich in 
M-dt--N-du=0 
oder in 
I+N- 2-0 
d. h. in 
M--N-da,=0 


über, fo daß alfo auch aus diefer Betrachtung daſſelbe Endrefuktat ſich er: 
giebt, mie im Texte, näurlich daB du, ftatt Oy, su fichen kommt. 
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Imegeirt man vollends (nach $. 1 Jr fegt man dann ſtatt x; 


überall n ftatt u und t aber begüglich ihre Werde x —« 


und y—P, fo wie flatt « und B ihre Werthe aus den 
Hungen 8.), fo erhält man bie geſuchte Sungeel Ole 
zwiſchen x und y. 


Da die Werthe von a und B aus ben Gleichungen 8) im 
mg— np enthalten, fo hört diefes Verfahren auf, feine Dienfte zu thun, al: 
oft mg—np=0, d. h. fo oft gt if. — In dieſem Ausnah 
wird die Gleichung 1.), wenn man ſtatt q dieſen Werth ſetzt, die Form 

1%) am-bm-dy, + (mx-Hny)(m-+p-dy,)=0 
ennehmen, und giebt fogleih, wenn man mx--ny=z, alfo 
m-+-n-Oy ⸗ ODdr, fest, die Gleichung 

bm-+pz _ 

2) 14 amn — Dm°- (mo pmjs 0% ‚=; 
und diefe Gleichung, meet, giebt wiederum 

3 144 ba} pa .dz=0. 


an — bm--(n— p)z 
Diefe gebrochene Sunftion integrirt fich vollends fehr leicht, wenn man mit 


dem Nenner in den Zähler dividirt, bie. Conſtante Far: herausdividirt, und 
n . . bm—a Las 

die ächt gebrochene Funktion nn nee übrig bepäts und 

nun beide Theile integrirt. Dies giebt zuletzt die —8*— Gleichung 


bm— 
49 ann ge log (n—bm-H{n—p)z) =c. 


Sft aber n=p, fo giebt die obige Gleichung 3°.) augenblicklich das integral ” 
pz? ‚ 
6) Tim — im + 2m(an — bo) | 
C. Betrachten wir noch die lineäre Gleihung ber 
erfien Ordnung *), d. h. die Gleichung von der Form, 





unter lineärer Gleichung der zweiten Ordnung verſteht 


man die Gleichung 
8°y, +P,-8y,+0,.y =R,. 
Und die lineäre Sleihung der dritten Drdnung wird bieienige ge 


nannt, welche die Form hat 
"nt 8°, +0,55, HR, y=S, 
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dy,+-P, y=Q. 


fhrt man bier flatt des einen Veränderlichen y, zwei neue | 
änderliche u, und z, ein, dadurch, daß man 

9) y=u, alo dy,=u-dz,—-2-du, 

ft. fo kann man über den einen dieſer beiden Veränderlichen 

y Belieben tisponiren, und die neue Gleichung dadurch auf 

einfachere Form bringen. Die Gleichung 1.) wird nämlich 
dieſe Subftitution . 

u-dz,4-2-du,-+-Puz =0Q. 













9) 


est man nun 

4) 82,-+Pz = 0, 

p geht die Gleichung 3.) noch über in 

5) z°u,=0. 

ife Gleichungen 4.) und 5.) geben nun z und u, folglich 

hy. — In ber Gleichung 4.) trennen ſich die Veränderlis. 
augenblicklich und fie wird | 


p. dr, =(, 


giebt, integrirt, 
JP-dx-Hlogu==c. 


) 2* Ce, 
und fubftituire man biefen Werth von z in die 5.), fo ergiebt 
ſich noch) | 

>) = 4/0: er-&.dx-t-c. 


Und nun wird, au y=uz, 

9) EEE te, 
wo flatt Ce eine beliebige Conſtante, alfo c oder C allein ges 
(tt erden kann *). 


*) Man Eonnte fogleich in 6.) c—=0 oder in 7.) C=1 nehmen, weil 
#8 bier nur darauf ankam, nicht alle Werthe von z, fondern nur irgend ei⸗ 
ven Werth von z fo zu finden, Daß die gegebene Differential: Gleichung die 
einfache Geſtalt in 5.) annehme.- Hier genügte alfo, irgend ein befonderes 
|; Integral ber Gleichung 4.) flatt des allgemeinen. 
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Ice fe xı=y dba ya 
vne man dieſelbe Differential Gleichung y-xdy,=0 ml] 
7 — multiplicirt, fo daß man erhalten hätte die neue Gleichung 
— — —0, 
— Sup 97, 


fo wäre mun ber Ausdruck zur Linken wiederum integrabel geweſen ), um 
man hätte erhalten als Smtegral die Gleichung 


IYz. 
It aber =2 eonſtant, fo it Dſelbſt eonſtant; alſo hat man mir 
derum y_ e als Integral. | 
Sind M und N homogene Fımktionen von x und y vom 
nen Grade, d. 5. find fie fo, daß fie besliglich in EM md | 
t“N ubergehen, fo oft tx und ty flaft x und y gefegt wen 
| J 4 ta | 
ben, To ift F -INy allemal ein integrirender Faktor von 
M--N.2y,, 8. 5. es ift dann allemal 


Man ift auf diefen Sa durch folgende Eigenfchaft. ber homogenen 
Funktionen gekommen. Iſt nämlich F eine homogene Funktion von x und 
y vom mten Grade und ſetzt man in ihr tx und ty fatt x und y, fo geht 
fie in v*.F über; oder in (1-He)“F, wenn 1-+g flatt t gefegt 
wird, in welchen letztern Falle alſo (i-Fg)x md A-taıy, & %. 





H Die konnte man à priori wiffen. Denn, war * ein integri⸗ 
render Faktor und das Integral f, dann mußte jede Funktion von 


*. mit * multiplieirt, ebenfalls ein integrirender Faktor ſeyn. Es 
iſt an 
4 1: 1 


— — 4 


v5 3? der 
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xtge und y-+sy flatt berüglich x und y geſetzt worden find. Man 
hat daher die Gleichung 
Fon y4ay 7 =(1+9*-F. 
Nimmt man nun den Taplorfchen Lehrfag für zwei Deränderliche CH. Bd. 
$. 153.) und fegt man daſelbſt gx flatt h und gy ſtatt k, fo. erhält man 
in der vorfiehenden Gleichung den Ausdruck zur Linken bald nach Potenzen 
von g geordnet, während der Ausdruck zur Rechten mittelft des binomifchen 
Lehrſatzes ebenfalls nach g geordnet werden kann. Wergleicht man dann 
links und rechts die Koefficienten der einzelnen Potenzen von. g mit einan⸗ 
der, fo erhält man bie nachftehenden Gleichungen, nämlich 
1) x ‚or ty‘ öf, = — uF; 
2) 2°-d°F, + ıy-dr1F “F,,+y° 9, = wa—1F; 
u. ſ. w. f. 
Dieſe Gleichungen bilden eine merkwürdige Eigenſchaft der homogenen 

Funktionen, welche wir bei dieſer Gelegenheit feft halten wollen ). 


Nun if aber der Zähler von res 5) (cr ENG 2a wenn 
man wirklich differengiirt, fubtrahirt und bin — wegkußt, 
N6 · dII, +-y-OM,)—M-(x-8N,+-y-ON,), 
d.h. wegen. der Oleichung 1 1 8 wen man abwechſelnd M und N fatt E fest, 
N(uM) — M(uN) = 0. 
Alfo ift die Bedingungs- Gleichung ©.) der Sntegrabilität wirklich erfüllt, 


1 . 
und —e— iſt alſo wirklich ein integrirender Faktor von M--N-dy,. 


-T 


III. Methode der. Trennung der Veräuberlichen. 


Sn der Gleichung 

1) M,--N,d,=0, - 
in welcher der Koefficient M Eein y, und ber Koefficint N Fein 
x enthält, iſt der Ausdruck zur Linken allemal an ſich fchon 
integrabel, weil 83M,—0=2N, if; und ihr Jutegral iſt 

2) JM: dx--/N. dy = const.**) 
In diefem Falle fagt man: „die Veränderlichen x und y feyen 
„in der gegebenen Differential» Gleichung getrennt”. 


*) Diefe Eigenfchaft der homogenen Funktionen läßt ſich auch auf ho⸗ 
mogene Sunftionen von beliebig viel DWeränderlichen ausdehnen. 
**) Es it nämlich ya 4. N. 4) 
'/N-dy=/N-dy, dx 
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Hat num eine Gleichung die Form 
19 XV, XLX dy. = 0, 
fo darf man nur durch X’, und Y, dividiren, um ſogleich bie 
Veränderlichen getrennt zu haben. Man erhält dann 
9 x, VW 
2) Xi + yY' 81, *0 


und baven ift dann das integral | 


x j 
39 —V—— | 

Offenbar aber hat man hier für bie Gleichung 1) nur 

die Methode des integritenden Faltors, der hier zur iſt, am 


gewandt, fo daß biefe „Methode der Trennung ber Veränderlis 


chen! nicht eigentlich al& eine neue Methode u wer 
den kann. 


Iſt z. B. ytx-dy,=0 zu integriren, fo dividire man dieſe Gleis 
dung durch xy und man erhält 
zn +7 y ·dy, * 0. 
In diefer Gleichung find num die Veränderlichen getrennt, und ihr Integral 
ift daher 


ı at fz- are d.h. Jogx+logy=c 


oder. log(xy)=c, d.h. xy=e oder xyı=C, 
wo C eine willkührliche Eonftante ift. 

Man hätte fogleich in der Gleichung Jog(xy)=c flatt e ſchreiben 
fünnen Zogc, weil og e noch eben fo gut jede willführliche Conſtante auss 
drückt wie c ſelbſt. Dann fehrich man ohne Weiteres ftatt 

log(sy)=loge, ſogleich xy=c. 
IV. {integration dur Einführung newer Veränderlichen, 

In allen den Fällen, two die vorher befchriebenen Metho⸗ 
den nicht mit Erfolg angewandt werden können, führt: man eis 
nen ober zwei neue Weränderliche ein, in der Hoffnung, daß 


die neue Differential-Gleichung dann nach einer der vorbefchrie: 
benen Methoden behandelt werden Eönne. 


N 
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A. Gind z. 3. M und N homogene Sunftionen von x 
und y von einerlei 4. 3. von ber nien Dimenſion *), fo feße 
man y=x2, alſo dy, —x-d2,—+-2; bie Funktionen M und 
N nehmen dadurch bezüglich die Form x"-P, und x’-Q, an, 
und die Gleihung M--N-dy, = 0 geht dadurch über in 

| P,+0Q.& 824-2) =0 
d. h. in P,+Q,4x0,.dz, = 0. 
Sin dieſer können bie Veränderlichen fogleich getrennt werden, 
und fie wird dann 
rn = 
und giebt, integeirt, 


ja fo 20, (d=c 


Iſt i B. zu integriren die Steihung 
x+y-öy,=ny, 
fo wird fie, wenn man y—xz fest, 
4-Fz2(x-dz2,-+2) = nz 
dder - 
En urn d,=0; 
alfo giebt fie, Integririt 


ng fi = 


u man hier noch er mtr’ -dz finden, fo muß man den 


Bruch in zwei Partiel-Brüche zerlegen, oder man muß direkt nach $. 11.) 
verfahren, um den doppelten Partials Bruch ohne Weiteres zu. integriren. 
Auf diefem letzteren Wege erhält man zunähft 


— — 1 
SV fee 


% EiR B. M=x’-—4°y und N=xy? tip, fo find 
M und N homogene Funktionen yon be; dritten Dinenſion. — Hat man 


aber —R— und N=. ze fo find M und N homogene 
Sunftionen von der (— 2)ten Dimenfon. 





. funden iſt. 
Hätte man ald zweites Beiſpiel 
x-d,, —y=Vx’+y? 
zu integriren, und feste man y=xz, fo erhielte man 











x.dz, =Y1-+z° 

4 1 
oder 7” Va 05 
und diefe Gleichung, integrirt, gicht 

1 
⸗ — —— d — 

log x ⸗— 2 e, 

d. h. log x—log(z-+ Vi +z22)=loge,, 


indem man rechts ſtatt c lieber Zog c ſchreibt Dann verwandelt-fich das 
integral fogleich in 


N ee 
d. h. in y+Yx?+y?—ıx?=0, 


indem man zulest licher = flatt e geſetzt hat. 


B. Hätte man aber die Gleichung 

1) (a-+mx-+ny)+(b+px+qy)-dy, = 0 | 
gegeben, fo würde man fie erft dadurch in eine andere verwan⸗ 
deln, deren Koefficienten homogen find, daß man 

2) x=t+to und y=u-+ß 
feßt. Da nämlich y eine Zunftion von x ift, fo find jetzt auch 
x, y und u Funktionen von t; differenziirt man daher leßtere | 
beiden Gleichungen nad) allem t, fo erhält man 


3) | &—=1, dy=Ödu, | 
während | 
dy 
4 
Oy. = dx, 
ft (nach J. 58. $. 150. I). Alſo finder fich hier 
5) Oy, — Our *), \ 


H Denkt man ſich unter dx und dy gufammengehörige unendlich »Eleine 
Zuwachſe (Differentialien), fo ift (nach I. 3b. $. 160.) dy, = 7, und 
man Fann daher der Gleichung 
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4) y=px+P, 
animmt, fo da &, =pxt-P,, mithin 
&=p mb Bi,=x-HöP, 
R, fo wird bie Gleichung 4.) jet dieſe: 
2 0= x+öP,. 

Weil dies aber gar Feine Differential Gleichung mehr ift, fo hört das 
Bern felbR ganz auf. — Nimmt man jedoch ſtatt der Gleichung 4.) 
« Gleichung 5.), fo liefert fie 

3 dp. =0. 
Miele Gleichung kann m integriet werden, und giebt dann 

4) p= const.=c, 
Kauh eliminist man num aus 1.) und 2.) ben DVeränderlichen p, fo ers 
wm. man 

y=ex+P, 

on das gefichte integral mit der willkührlichen Conſtante c if. 
» Nm dies noch näher zu erörtern, mollen wir P,=nVi1+p® vor⸗ 
ausfenen, fo daß alſo die gegebene Differential⸗Gleichung 1°.). eigentlich 
dieſe iſt 

17%) ‚= x-dy,-+a} 1 dy,. 
"Dann geht die een 5.) über in 

rn = ex+n/i1+ 
welche das Integral der 14) iſt. 


4. 41. 


Integrations⸗Methoden für Differential⸗Gleichungen der zweiten und 
böhern Drönungen. 


Bei den Differential-Sleichungen der 2ten und höhern Ord⸗ 
nungen verfucht man biefelben Sintegrationd- Methoden, welche 
für die der erfien Ordnung (im vorftehenden $. 40.) mitgetheilt 
worden find. Wix / wollen aber in dem Folgenden vorzugsweife 
bie Gfeichungen ber ten Ordnung im Auge behalten, welche 
man auf Null bringe, und fie fo einrichtet, daß 9°y, nur in 
einem ifolirten Gliede von der Form P-d°y, vorkommt, wo 
P eine Sunftion von x, y und dy, ifl. 

I. Erſtens alfo verſucht man, die Sunftion, welche = 0 
if, nach Anleitung des $. 35.) direkt gu integriren. Gelingt 

Bd. IL 11 
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Iutegrirt man vollends (nach $. 11.), ſetzt man dann ſtatt v 
überall — ftatt u und t aber bezüglich ihre Werthe x—a 


und y—P, fo wie ſtatt « und B ihre Werthe aus ben Glei⸗ 
ungen 8.), fo erhält man die gefuchte Nugral· lcihun 
stoifchen x und y. 
Da die Werthe von a und B aus den Gleichungen 8.) Im Nenner 
mqg— np enthalten, fo hört diefes Derfahren auf, feine Dienfte zu thun, ſe 
oft mg—np=0, d. h. fr oft g=-R if. — In diefem Ausnahmsfele 
wird die Gleichung 1.), wenn man Rate q diefen Werth ſetzt, bie Zorn ' 
1N am-bm-dy, + (mx-Foy)(m-H-p-dy,) = 0 
annehmen, umd giebt fogleih, wenn man mx--ny=x, alfe 
m--n-öy —=Dz, fest, die Gleichung 
bm--pz 
2 2,=0; 
und diefe Gleichung, integrirt, giebt wiederum 
1 bm-+-pz _ 
” 7, an — bn—+-(n— p)z de=0 
Diefe gebrochene Funktion integrirt fich vollends fehr leicht, wenn man mit 
dem Nenner in den Zähler dividirt, die Eonftante wars herausdividirt, und 
bie ächt gebrnchene Sunftion „_.P-— 5 übrig behalt und 
nun "beide Theile integrirt. Dies giebt zuletzt die Integral⸗Gleichung 


hm— 
# ren m log Can —bm + pe) =«. 


Sft aber n= p, fü giebt die obige Gleichung 3°.) augenblicklich das integral 
pz? 
6) tim + 2nmfan— bm) 
C. Betrachten mir noch bie lineäre Gleihung ber 
erfien Ordnung”, d. h. die Gleichung von der Form, 





=—c, 


H Unter Iineärer Gleichung der zweiten Ordnung verfieht 


man die Gleichung 
8°, +P,-dy,+0Q,y=R,. 
Ind die lineäre Sleihung der dritten Ordnung mird diejenige ge- 


nannt, welche die Form hat 
0°y, +P, .ö° yt%° dy, PR. y=$. 


6. 40. IV. Integr. d. Diff ⸗ Funkt. u. Gleihungen. 155 


1) Ody,+P.y= Q.. 
Führt man hier flatt des einen Veränderlichen y, zwei neue 
Neränderlihe u, und z, ein, dadurch, daß man 
2) y=u, alo dy,=u-d2,-+7-A, | 
fett, fo kann man über den einen Biefer beiden Veränderlichen 
nad) Belieben disponiren, und Die neue Gleichung dadurch auf 
eine einfachere Form bringen. Die Gleichung 1.) wird nämlich 
Durch ˖ diefe Subftitution \ 
3) w-dz,+-2-du,+Puz = 0. 
Eetzt man num | 
‚ fo geht die Gleichung 3.) noch über in 
5) 30u,=(. 
Tiefe Gleichungen 4.) und 5.) geben nun z und u, folglich 
auch y. — In der Bleichung 4.) trennen fich die Veränderli⸗ 
chen augenblicklich und ſie wie 





. P,-+- —:82,=0, 
und giebt, integrirt, 
6) JP-ds-H log 26. 
Findet man hieraus 
7) a=t.ef®, 


und fubftituire man biefen Werth von z in Die 5.), fo ergiebt 
fh noch j 
8 u=nfßl eP&.dx-tc. 


| Und nun wird, aus y=uz, 
9) EEE Ce, 
' wo flatt Ce eine beliebige Conftante, alfo c oder C allein ges 
fegt werden kann *). 


*) Man Eonnte fogleich in 6.) e=0 oder in 7.) C=1 nehmen, weil 
e8 bier nur darauf ankam, nicht alle Werthe von z, fondern nur irgend eis 
nen Werth von = fo zu finden, daß die gegebene Differential: Gleichung die 
einfache Geſtalt in 5.) annehme. SHier genügte alfo, irgend ein befonderes 
integral der Gleichung 4.) ſtatt des allgemeinen. 
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D. Betrachten wir noch als letztes Beiſpiel bie &Teichung je! 
des Riccati, nämlich 
1) öy,+ by? = ax", 
wo b und a gegebene Eonftanten find. 
Für m= 0 fen fich die Veränderlichen fogleich men; 


fie wird 1 -— — by dy⸗ — 0O und giebt integrirt 


fe .dy=c 


_ 41 g Ya EyVb 
ee yayybt 
Iſt aber m nicht =0, fo fege man, um bie Gleichung 
vielleicht homogen gu machen, | 
y-z, afo d,—kın!.dz,; 
und die gegebene Gleichung 1.) geht dadurch über in 
2) kz* "82, +-bz"— ax" —=0. 
Diefe Gleichung wird homogen, wenn 
k—1=2%k=m, ap k=—1 
gefeßt wird, und wenn m=—2 gegeben ift. Iſt alfo 
nicht m=—2, fo nüßt diefe Subftitution nichte. 
Man Fan aber den neuen Weränderlichen z auch durch 
die Gleichung 


oder 








y = Ax’Ix1z 

einführen. Dann wird die Gleichung 1.) die nachftehende 

3) x1.d2, + (ga 4-2bAxPFI br’). pAsrt. h 

Ara, | 
Setzt man nun, um links die beiden Ießten Glieder wegzufchafe 
fen, und um überhaupt homogene Funktionen zu erhalten, 
p—-1=2%, pA+bA?=0, g—i=p+gq 
und q+2bA = 0, 

fo erhält man 
z . 
x? > 


| 1 1 
= —1, A=-, q=—2, alſo ‚„-=u;+t 
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und die neue Differential» Gleichung felbft wird 
4) 82, +55, — ax"t?, 


Diefe Gleichung ift homogen für m = —2; ift aber m— —A, 
(0 laſſen ſich in ihr die Veränderlichen trennen. Die Niccatifche 
Sleichung 1.) läßt ſich alfo integriren, fo oft m=—2 und 
un — —A if. 

Man kann aber nun fuchen die Gleichung 4.) aufs Neue 
in eine andere zu verwandeln (dadurch daß man flatt z wiederum 
einen oder zwei neue Veränderliche einführt), melche für ans 
dere Werthe von m integrabel wird. Setzt man 


at und zer 
y 


n — xl, 


fo erhält man fogleich, wenn ber Kürze wegen 





| m+3 =b ars m+3 m! 
gefet wird, aus A.) die Gleichung 
5) Sy —biy!? = az", 
welche genau wieder die Form der gegebenen Gleichung 1.) hat 
und welche für m = —2 und m’ —= —4 auf dem kurz vorher 
betretenen Wege integrabel gemacht wird. Aus m’ = —4 und 
| a = m! folgt aber m=—$. 


Man fieht, wie man fortfahren kann, um dieſelbe Gleis 
hung für die Werthe von 
— — — — ] — ... __Bb 
an , 4, Y T ’ Y) %—1 
integrabel zu machen. 
Setzt man aber in 1.) fogleich ya mb xt —xr, 


fo nimmt fie noch die Form an 
dyl.,--biyl? — ae 
und auf Diefem Wege findet man nach und nach dag Integral 
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Mürde man jedoch eher x in p, ald p in x ausgedrũct fin 
können, ſo würde man aus ”'y,—p, 
8°", = /p-dx= fp-dx,.dp = fpP-dp 

erhalten; dann Fönnte man dieſe Gleichung wiederholt auf 
felbe Weife behandeln, um zuletzt eine Gleichung zwoifcher 
und y zu erhalten, welche in Verbindung mit x='x,, Di 
Elimination von p, das Ur- Integral mit den n wilführli 
Conftanten liefern würde. 

SE n=2% d. h. ift die gegebene Differential Gleich 
bloß von der zweiten Ordnung, ſo hätte man zunächſt 


1) x=/P,dp+c 
und dann fogleich | 
2) y=/pP,-dp-+c. 


Eliminirt man dann p aus 1.) und 2.), fo erhält man y i 
mit den beiden willkührlichen Eonftanten c und c'. 


Wäre 3. ©. zu integriren die Gleichung 


S— Fr Tan 
fo würde man 
d%,=p 
fegen, und dann haben 
A+pt=ap, ober 1=—— dp, 





Diefe Gleichung, integrirt, giebt nun fogleich 


= — — ·˖ à ⸗— N 


— dn — — — 
ꝓpe ‚dp yi-+ -p? re 
Eliminirt man nun as —* beiden Gleichungen den Veranderlich 
ſo erhält man 


— nun 


Da der Ausdruck zur Linken der Krümmungs⸗Halbmeſſer für 
durch bie Gleihung y=y, gegebene Kurve ift, fo würde man zu 
Gleichung geführt, wenn man die Kurve fuchte, deren Krümmungs⸗ 
meſſer an jeder Stelle eonſtant und a if, 


und 
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3) y=px—/P,-dp. 
Eliminirt man aus 2.) und 3.) den Weränderlichen p, ſo erhält 
man bie Gleichung zwifchen x und y nebſt der willkührlichen 
Eonfiante, welche JP-dp eingeführt hat, als das gefuchte 
Integral. 

Iſt 5 B. gegeben die Diferentiol»@leichumg 
| . x+a-d,, =bYi+öy,?, 
fo erhält man, wenn dy,—=p geſetzt wird, 


17) Ä x=—ap+bYi+p? 
und — — 
y=px—/(—ap+bVi +p?)-dp 
oder — — 
2 —=px-+ Zap? —h/Yi-Fp?-dp-+c. 


Findet man nun /Yi-Fp?-dp (nach $. 12. oder $. 6.) und eliminirt man 
dann aus 1.) und % 5 ben eränderlichen p, bat man bie gefüchte 
tegral»Gleichumg zwiſchen y und x. 


Ganz daflelbe findet ftatt, wenn die gegebene Differential; 
Gleichung außer dy, bloß noch y, alfo Fein x enthalten follte. 
Ban würde dann nur den Satz I. Bd. $. 150. I.) zu Hülfe 
nehmen, nach twelchem, wenn man bafelbft x flatt f, und y flat 
z feßt 

dx, = Öx,dy,, d.h. 1=Ödy,-öx, 
EN. Man Fans danach überall ſtatt Ay, den ihm gleichen 
Duotienten - fegen, und man erhält dann, wenn öx,—q 
y 
geſetzt wird, aus ber gegebenen Differential» Gleichung 
y =Q, 


*)_ Sind dx ımb dy zuſammengehörige unendlich-Fleine Zuwachſe, fo 
iR (nad 1. ©. $. 160.) 


Daraus folgt Darm ebenfalls, daß Ay, in. 
J 
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und and dx,—q oder x= fg-dy, wenn man theilteiſe 
integrirt, 

x = qy—fy-dq,.dy= aqy—fQyudg. 
Wird dann q eliminirt, fo bat man das Integral zwiſchen x 
und y und einer willführlichen Conftante. 


B. Enthält aber die gegebene Differential: Gleichung außer 

Oy, noch y und x zugleich, jedoch einen Der beiden letter 
Beränderlichen, z. 3. y, nur in der erften Potenz,. fo finde 
man, indem man wieder 

1) öy,=p 
feßt, aus der gegebenen Differential: Gleichung y in x und } p 
ausgedrückt, aljo 

2) 
Differenzüirt man nun diefe BEN auf's Nee, und zwar, 
in fo fern x und y Funktionen von p find, nach alem.p, ſo 
erhält man 

3) dy, — 96,-dx,-f-Of,, 
oder, teil (nad) I. Bd. $. 150. 1.) öy,=8y,-dx2,=p- In 
if, wenn man dies ftatt Oy, ſubſtituirt 
4) 0 = (d,—p)-dx,-t+öf,, 
wo df, und Af,, ſowohl x als auch p enthalten Fönnen, aber 
nicht y, fo baß die 4.) eine Differential-Gleichung zwifchen x 


und p ft, und in fo fern man 8, = 5, bat, wohl auch ſo 


Ö 


5) 0 = (d,—p)+df,-Opr 

gefchrieben werden kann. — Gelingt es nun, biefe Gleichung 
4.) oder 5.) zu integriren, fo daß man eine Gleichung zwiſchen 
x, p und einer Eonftante erhält, fo darf man nur aus bier . 
Gleichung ımd aus ber Gleichung 2.) den Veränderlichen p - 
eliminiren, und man wird bie gefuchte Sintegral- Gleichung zwi⸗ 
fchen x, y und der willkührlichen Conftante haben. 

Iſt z. B. die gegebene Differential« Gleichung fo, daB wenn man ® 
ſtatt dy, ſetzt, fie die Form 

19 
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‚, außer P conflant, noch p,—0 feyn folte — Iſt 
Bifo zwar P conflant, aber p, nicht Null, fo hat das Integral 

immer dieſelbe Form y=e”'*.C, nur daß flatt der 

ante C jegt Sp e*-dx-+C zu ſtehen Fommt. 

B. Dadurch iſt aber für die Form des Integrals ber 
harären Gleichungen der zweiten und höhern Drönungen, jeboch 
wie conflanten Koefficienten, bee Weg gezeigt. Wir fliehen bier 
nämlich Davon ab, dieſe lineären Gleichungen b.), c.) etc. etc. 
bs dem Falle zu integriren, wo bie Koefficienten P, Q, R etc. 
bie. wirklich Sunktionen von x find, fondern wollen nur den 
Jall betrachten, der in den Antvendungen auf Phyſik, Aſtrono⸗ 
wie etc. ete. am getvöhnlichfien vorfommt, — den Fall näm⸗ 
Bch, in weichem P, Q, R etc. etc. völlig conflant find. 
Iſt aber die reducirte lineäre Gleichung der zweiten Ordnung 

1) &:y,-HP-8,,+Q-y=0 
mit conftanten Koefficienten P und Q zu integriren, ſo ſetzt 
man zunãchſt 

2) y=C.e”, alſo dy. = Cm: ec”, 82y,= Cm? ec”; 
und bie Differential Gleichung 1.) geht, wenn man flatt y, 
dy, und d°y, dieſe Werthe fubfituirt, im bie algebraifche 
Gleichung 

3) m?:4PmtQ0=0; 
über, und biefe wird identifch, fobald man flatt m einen ber 
beiden Werthe m, oder m, feßt, der aus ber Auflöfung dieſer 
quabratifchen Gleichung für ma hervorgeht. Alſo kann man 

4) O e""-+-C,.e” 
verſuchen, wo-C, und C, zwei —5 Conſtanten find. — 
Und in ber That genligt dieſer Werth von y aus AL) der ge 
gebenen Differential: Gleichung 1.) und bat auch zwei will 
tührliche Conſtanten; folglich ift er das allgemeine Ur⸗Jute⸗ 
gral der 1). 

Sind bie beiden Werthe m, und m, einander gleich und 
durch m bezeichnet, fo würde die Gleichung 4.) in 
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dies, fo feßt man das integral einer willführlichen Eonfante 
gleich, und man hat die gefuchte Integrals Gleichung. 


So findet ſich, um das Beifpiel des 5. 20.) noch einmal zu nee, 
von ber Gleichung 


Aue dy,-+x-dy,.y+b°=0 
‚ das Integral fogleich wie folgt: , 
The =e, 
oder . 
tl). 
Dies ift ein erſtes integral der gegebenen Differential- Gleichung ber Nen 


Ordnung, welches noch einmal integrirt werden müßte, wenn man ein Hr: 


integral (mit den beiden willlührlichen Conſtanten) haben wollte. 

1. Zweitens, wenn dies mislingt, in fo fern bie Funk 
tion zur Linken der auf Null gebrachten Gleichung nicht inte 
grabel ift, Eönnte man wieder ſuchen, diefelbe mittelft eines in⸗ 
tegrirenden Faktors integrabel zu machen. Diefen Faktor 
wird man freilich meift nur durch glückliche Verſuche ausfindig 
machen Eönnen, obgleich ein folcher (mie fich auch Hier wieder 
auf analoge Weife wie früher, zeigen läßt) ifnmer exiſtirt. 

Wäre 3. B. die vorfiehende Differential» Gleichung fo umgeändert ge 


weſen, daß fie Beine angezeigten Divifionen mehr enthielt, wäre fie nämlich 
fo gegeben gewefen: 


y-d2y,—dy,°-H2y%-dy,-+-y°-+b’y? = 0, 
fo hätte man fie vorher mit * multiplieiren müſſen, um die neue Gleis 


hung fo zu erhalten, daß die eine Seite derfelben als Differential Funk⸗ 
tion integrabel if. 


Iſt aber eine Gleichung der ten Ordnung gegeben bloß 
zwiſchen y und 3?y,, fo löfe man folche algebraifch nach 3°y, 
auf, fo daß man erhält 

1) ?y, = Y,; 
dann wird fie allemal mittelft des integrirenden Faktors Dy, 
integrabel. Sie geht nämlich dann über in 





— 
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Bären aber diefe Koefficienten P und Q nicht conftant, fon- 
wen Funktionen von x, fo würde doch das integral der redus 
Wesen Gleichung 


N) . 8?y,+-P-dy,+-0-y=: 0 
je Som 
2) | y=aR,+b-S, 


nimmt folche die Sorm - 
2.8°%y,-+Pz-dy,-+Qzy=0 
Integrirt man aber jebes lich diefer Gleichung, und zwar die beiben 
theilweife, fo erhält man 

Jı-0°y,-dx—=z-0y, — Oz, -Oy,-dx, 
her, indem man hier aus Nechten noch einmal theilmeife ‚near, 
Ja-d’y,.dg—2.8d7,—d2,-.y4/y-d°2,- 


JiP-dy,-dx— 2Py— /y-&eP), dx, 
JQy-d<=/y-zQ0-dx. 

it man aber biefe drei letztern Gleichungen, und nimmt man flatt = 

ine felche Funktion bloß von x, daß rechts Die Summe der drei unter dem. 

| Zeichen fiehenden Ausdrücke der Null gleich wird, fo erhält man 

eis Sintegral ber Gleichung 1’.) fogleich 

er z-dy, — (da, — zP)y=e 












 —— m ö — —. 


2, 
And da dieſe Gleichung Iineär und von der erſten Ordnung ik, fo ik ige 
Inegral bereits gefunden. — Diefe Integrations⸗ Methode fest voraus, daß 
gelingt, Verſuchsweiſe einen Werth z, zu finden, welcher ber Gleichung 
der, — 8@P), +20 =0 
genũgt. 


Fiudet — verſuchsweiſe eine Funktion von x, vade fatt y 
der Ol 
Fi de A B-dy, Hy 


genügt, fo Fanın man foldye Rat R, nehmen; ımb kann man dann ned) 
eine zweite Funktion von x finden, von der erfern R, umb auch von C. R, 
waſchieden, weiche diefelbe Eisenfchaft hat, fo kann man ſolche Ratt S, 
ndmen; eb y—C,R,+C,S, if daun das geſuchte allgemeine Ur: 
auegsal der gegebenen Differential - Gleichung. 
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So oft c$ aber gelingt, die reducirte Fineäre Gleich 
der zweiten Ordnung zu integriren, d. h. von ber Gleich 
as Jutegral 2%) bersuftellen, fo oft Fann man das Inte 
aus Nr vor ſtändigen lineären Gleichung der zweiten Dr 
un, iniich Der Gleichung 


d) &yv +P-dy+Qy=pg, r- 
sin wvriteres durch folgendes Verfahren finden, welches tb. 
ed viries, dem Lagrange verdanken. 

Man nummt nämlich auch jegt noch Fr 

9* y=24 -R,+b-$S,, l 
ap nam fich a und b als noch zu füchende Funktio⸗ 
a sex denkt, während R, und S, die in 2.) bereits ge 
cc aiſo nun bekannten Funktionen von x vorftellen. Dii_ 
tragusı man aber dieſe Gleichung 4), fo erhält man 

“) Oy, = (dy,)-H[R:-d.--S,-db;], 
vu ‚Iv,) die Ableitung deffelben y (in 4.) bedeutet, Die man“ 
cz Der Vorausſetzung erhält, dag a und b conflant find. 

1 Da nun zwei Funktionen a, und b, gefucht werden, und 
ve cimgigen Gleichung 3°.) zu genligen ift, fo kann man 


. 
11 





ode 15 daiebige Annahme machen; und wir ſetzen daher den 
Nechten in ben eckigen Klammern befindlichen Tpeil : 
nehn ih Dies giebt. F 
Br R,-82,-+-S,-öb, —0 
ber zwe \ Eh 3—=a-öR-tb-8S,. 
ya siefe Gleichung 7°.) nun noch einmal, 
*) Ma 
ſetzt, dann « R,-8a,-1-85,-Ob,, 
wandelt, babur« “effelben y (in 44.) bedeutet, 
y-= * daß a und b conflant 
umformt, dann a “ug 44), 71.) und 8°.) 


h=0 nünnit. .ue Differential: Gleichung 
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3. B. das Integral der Gleichung 
3x*--y-dy, +8’, =0 
wird fogleich gefunden, indem. man jedes Glied integrirt. Man erhält 
3 +3y°r8y,= 0. | 
Diefe letztere Gleichung ift aber die im $. 40. IV. D.) behandelte Gleichung 
des Niccati Cd. h. ein befonderer Fall davon). 

IV. Biertens muß man fuchen durch Einführung neuer 
Veränderlichen die gegebene Gleichung ber zweiten oder höhern 
Ordnung integrabel zu machen. — Hier find namentlich die 
k folgenden befonderen Fälle bemerkenswerth. 

A. Hat eine Differential» Gleichung der nien Orbnung nicht - 
ſelbſt y, fondern bloß x und dy,, 8?y, --- 8’y,, fo fegt man 

| y,=p 
alſo dp, flatt-8°y,, 3”p, flatt 8°y,, . O'p, ſtatt 8°y,, 
und die gegebene Gleichung enthält dann bloß x, p, Op., 
bis 8" p,, iſt alfo eine Differential-Gleichung der nächft nie 
drigern Ordnung. Kann folche integrirt werden, fo daß man 
p in x oder x in p ausgedrückt erhält, fo hat man aus 
dy. = P» fogleich entweder 
y=/p.dx, oder y- px fxudp. 
Iſt z. B. zu integriren die Gleichung 
Hy 
— m 
wo f, eine beliebige Funktion von x if, fo hat man ſogleich, wenn 
dy, * p geſetzt wird, die Gleichung 
d, 
in welcher die Veränderlichen p und x getrennt werden können, ſo daß 
man erhält 





1 1 
7 —d, 
h, (d+p9} 


*) Zu biefer Gleichung würde man 4.9. geführt, wenn man die Glei- 
dung y=y, der ebenen Kurve fuchte, deren Krimmungs⸗ Halbmeffer an 
jeder Durch den Abfeiffens Werth x gegebenen Stelle, eine gegebene Funktion 8, 
von x ſeyn foll. 
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1 | 
ol _ dx — — :d —— 
ſo Si IP +pr)? p vi +p® 
oder, wenn Sz%= F, gefunden wird, \ 





Pte | 
Fte= 7 = oder "Va — 
F,re 
r fer et 


Auf diefen Fall bringt man auch noch bie Gleichung u⸗ 
rück, welche zwar x und y zugleich hat, nr aber Hinfichtlich 
der Ausdrücke y, dy., 8°’y,, D’y., + 8"y, Homogen if, ſo⸗ 
bald man y=e’ ſetzt. — Es bekommt nämlich dann jebes Fi 
Glied den Faktor e*, die ganze Gleichung kann damit wegbieh 
Dirt werden, und die neu entſtehende Differential-&leichung dat | 
u felbft nicht, fondern nur x, du,, O?u,, bis zu Du, bie 1a 

Man kann die namentlich auch bei denjenigen Glejchun⸗ 
gen anwenden, welche nach y, dy.,dey, homogen und |’ 
von der erſten Dimenſion ſind, und von denen einige (im 
$. 42.) unter dem Namen der lineären Gleichungen behandelt 
werden. 

B. Hat eine Differential-Sleichung der nien Ordnung nicht 
x, fondern nur y und Oy,, O’y,, + S'y,, fo iſt Died den 


ſelb e Fall A.), fobald man (nach I. Bd. $. 155.) - flatt 
y 


ö? 
dy,, ferner 7 fatt 9°, u. ſ. w. f. fubflituire, weil 
y 


man dann eine Gleichung erhält, welche bloß y und Öx,, 
O’x,, +. D'x, hat. | 
Hätte man 4. B. bie früher (don behandelte Gleichung 
0°, = 
zu integriven auf biefem Wege, fo würde man Ehalten 


| HT,’ = 
Setzte man nun 
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öx,=g, ale 8°z,:—dg, 
fo würde diefe Gleichung übergehen in 
dq,-+Y,-g°=0. ober Sy rly=0; 
und diefe, integrirt, giebt | 
| — = +/SY „.dy —6 
oder, wenn SI,dy=f, feyn follte, 
1 
"= jgpre 
genau wie in IL). | 
Man Fönnte au dy,—=p; alſo =, fegen; dann würde 
dey, S dp, werden, und die Gleichung 8°y,—Y, mürdein Op, =TY, 
. übergehen. Dann müßte man aber ſtatt Op, jent Op, einführen, mittel 
der Gleichung Op, —Op,-dy,—p-Op,. Die gegebene Differential» Glei⸗ 
- dung würde dann werden 
P’ Op, = Y, 
und biefe, integrirt, würde geben 
Seite 
u. ſ. w. f. 
Hat man ober y=y, oder p= Ps gefunden, fo hat man julegt 
g —_, 
aus =, — dy oder z=—- » — dp Cindem man 
nämlich theilmeife integrirt). — Diefes letztere Verfahren ift jedoch nur bei 
Sleichungen der zweiten Ordnung anwendbar. 
C. Hat man eine Gleichung bloß zwiſchen A 'y, und 
ö Y,, ſo wird man 
ei, —p alſo y=dp 
ſetzen, und ſogleich eine Gleichung zwiſchen p und dp,, oder, 


in fo fern 5 ſtatt Op, gefchrieben werben kann, eine Glei⸗ 
P 

chung zwiſchen p und dx, haben, welche 8x,—=P,,. alſo 

x—P. dpPe liefert. Hat man abe p in x gefunden, ſo 

liefert die Gleichung Ay, — p. ſogleich 

°, —fpedte; "°’%y,—flfpı-dx).da-+e,x-tec,, 

u.f. w.f.; fo dag man zuletzt y felbit in x ausgedrückt hat. — 
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Würde man jeboch eher x in p, als p in x ausgedrückt finden 
können, fo würde man aus O""'y,—=p, | 
8°’, = fp-dx = fp-dx,-dp =fpP-dp 
erhalten; dann könnte man Diefe Gleichung wiederholt anf bie F 
felbe Weife behandeln, um zulegt eine Gleichung zwiſchen p 
und y zu erhalten, welche in Verbindung mit x —='x,, durch 
Elimination von p, das Ur- Integral mit den n willkührlichen 
Conftanten liefern würde. 
SE n=2, b. h. iſt die gegebene Differential ⸗Gleichung 

bloß von der zweiten Ordnung, fo hätte man zunächſt 

1) x—=/P,-dp-+ec. 
und dann fogleich Ä 

2) —=fpP,-dp-+c. | 
Eliminirt man dann p us 1.) und 2.), fo erhält man y in x 
mit ben beiden willkührlichen Conſtanten c und c'. 


Wäre 3. B. zu integriren die Gleichung 





(1-F8y,*)® _ a*) ” 
rt 
fo würde man 
öy,=p 
fegen, und dann haben 
| (A-+p)t—a-dp, sr 1=—'—.ip.. 


(1-4 p?)? 
Diefe Gleichung, integrirt, sieht num 


= 


te 


— — — . 
I= -+p2)? ‚dp vH ? re 

Eliminirt man nun aus je beiden Gleichungen den Veränderlichen p⸗ 
fo erhält man 


— — 


*) Da der Ausdruck zur Linken der Krümmungs- Halbmeſſer für eine 
durch bie Gleichung y—y, gegebene Kurve it, fo würde man zu dieſet 
Gleichung geführt, wenn man die Kurve fuchte, deren Krümmungss Halb⸗ 
meſſer an jeder Stelle conftant und Sa iſt. 


und 
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, wie wenn P, Q, R conflant find, und ſolches würde 
die reducirte Gleichung 
Q· .Ry0 

mache | 
Iſt aber dann die voNftändige Gleichung der britten Ordnung 
9 8°y,--P-8°y,+Q-dy,+Ry=9, 
integriven, fo kann man fogleich wieder die Methode bes 
grange anwenden, welche wir bei ben Gleichungen ber zwei⸗ 
Drönung bereit beichrieben haben, und welche den Namen 
nMethode der Variation der Conftanten" erhalten bat, — 
nimmt nämlich an, daß das Integral der Gleichung 3°.) 
Ibe Form 14) bat, mie das Integral der reducirten Glei⸗ 
g 2..), nur daß a, b, c noch Funktionen von x find, welche 
£ werben müffen. 
Zu dieſem Behufe differenziirt man Die Gleichung 1’) eins 
fetzt aber den Theil der von der Weränderlichkeit der a, 
‚ce berrührt, ber Nuß gleich; dann differenzlirt man Die neue 
chung noch ‚einmal, und fegt wieder ben Theil, ber von der 
nderlichkeit ber a, b, c herrührt, der Null gleich, Dann 
y, Dy, und 82y, jetzt der Form nach genau biefelben, wie 
n a, b, c conflant wären, während man außerdem noch 
fir Beftimmung von a, b, c angenommen bat Die beiden 
Gleichungen | | 

4) S, ·da, T,-db,+-U, dc, = 0 


55 0S,-da,-+8T,-db,-+öU, ·de, = 0, 
eine Annahme, die man deshalb machen Eonnte, meil man Drei 
Unbekannte a, b, c hat, die nur einer einzigen, nämlich ber 
Differential-Sleihung 3.) zu genligen haben. — Differenziirt 
man aber nun bie zuletzt erhaltene Gleichung 

8°, = a-828,4+b-3°T,+c-d?U, 
noch einmal, fo erhält man 
= ty 0°5n da, 3°T,- Ob, +-8°?U,-dc, 
Sb. IL 12 
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$. 42. 
integration der lineären Gleichungen. . 

Mir Eommen jet zu einer ntegrationss Methode, w 
für Gleichungen aller Ordnungen verfucht werden kann; 
lich zur „Methode der unbeftimmten Koefficienten“. 
Wenn man nämlich die Form des Integrals aus irgend € 
den vermuthet, abnet, vorausficht, oder aufs Gerabemohl 
ausfegt, fo braucht man nur noch bie verfchichenen Koeffi 
ten bergeftalt zu beftimmen: 1) daß der gegebenen Differen 
Gleichung genügt wird, und 2) daß das Integral die nö 
Anzahl unbeftimmter, fogenannter willkührlicher Conſtanten 
hält; dann hat man das allgemeine Integral. 


Als Beifpiel der Anwendung diefer Methode nehmen 
die Tineären Gleichungen, d. h. die Gleichungen von 


Form 
a) Oy,+P, y=9,; 
b) — dyöQ. 9, 


) Ay-Prdry-Q-öy-HReoy=o; 
u. ſ. mw. f.; wo die Koefficienten P, Q, R, S etc. etc. ur 
bloß x, aber nicht y enthalten. 
Diefe lineären Gleichungen heißen reducirte, fo oft p,: 
ift; außerdem werden fie vollftändige genannt. 
A. Die lineäre Gleichung der erftien Ordnung, nämlid 
1) öy,+P,y =o9, 
ift bereits Früher (im $. 40. IV. C.) integrirt worden und 
bat ihr Integral fo gefunden 
2) ymc/%. -[/P, .e/?&.4x-4C]. 
Iſt jedoch der Koefficient P conftant (nach x), fo 
SP-dx—=Px ift, fo nimmt diefes integral die Form an 


3) yaet[fp,e*.ds-C], 
und reducirt fich bloß auf 
4, ya, 


4 


* 
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5) y=(C0,+C,)e”=C-e” 
übergehen, und nicht mehr zwei Eonflanten enthalten. In die 
fem befonderen Falle zeigt fich aber das allgemeine integral fo: F 
6) y=e".(a+bx), 
wo a und b die beiden eingehenden willkührlichen Conſtanten 
vorftellen *). 

Sind die beiden Werthe m, und m, imaginär, ber eine 
alſo — pqi, der andere dann =p—qi, wo pundg 
diefelben Werthe vorſtellen, fo geht 

y=(,e""C,e"* 
vermöge der Sormeln I. 35. $. 70. III. IV.) über in 
7) y= e".(acos qx-H-bsin qx), 

wenn man flat C,-C, lieber a, und flat i(C,—C,) 
lieber b fchreibt, fo daß a und b die beiden willführlichen Com 
ſtanten vorftellen. — Diefem integral 7.) Tann man aber aud kr 
diefe Form geben | 
85) y=le*.sin(g-+H) oder y= Ce.cos (er 
wo jest C und & die beiden willkührlichen Eonftanten find, in 
fo fern man nämlich (in 7.) enttveder 

a C-sınd und b=C.cosg 
oder 

a=C.cos& und b=—C:sin& 
nehmen kann, fobald C und « jedesmal willkührlich conſtant 
gedacht werden. 

Sp viel vom integral der reducirten lineären Gleichung 
der zweiten Ordnung mit conſtanten Koefficienten P und Q. — 





*) Man findet dies, vom man anfänglih m, =m und u: —=m+h 
ſetzt, dann eWa* in et.ch“, d. h. in Ba at .) ver 
wandelt, dadurch die Gleichung 5.) in 

yae(C +0,40, +) 


umformt, dann a flatt C,-+C, und b fiatt Ch fegt, zuletzt aber erſt 
h=0 nimmt. 





\ 
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Wären aber diefe Koefficienten P und Q nicht conftant, fon- 
Kern Funktionen von x, fo würde doch das Integral der redu⸗ 
eirten Gleichung 


1). 9°y,-P-dy,--Q-y=: 0 
Die Form 
29 | y=aR,+b-S, 


annehmen *). 


H Sucht man nämlich den integrirenden Faktor z der Gleichung 1/.), 
fo nimmt folche die Form - 
2-0°y,+Pz-dy,+Q2y= 0 
an. Integrirt man aber jedes Glied diefer Gleichung, und zwar die beiden 
erſtern theilweife, fo erhält man 
Jı.0°y,-dx=z-0y —/dz,-Oy,-dx, 

oder, indem man hier zur Rechten noch einmal theilweife integrirt, 
Ja-d°y,-dx—=2z-dy, —dz,-y-h/ -d°z, ‚de. 


JıP- -dy, d«—=zPy—/y- &zP), -dx, 
SsQy-Iıx=/y-2Q- dr. 
Addirt man aber diefe drei letztern Gleichungen, und ninmt man. ſtatt = 
eine folche Funktion bloß von x, daß rechts die Summe der drei unter dem 
Integral-Zeichen ftehenden Ausdrücke der Null gleich wird, " erhält man 
als Integral der Gleichung 17.) fogleich 
2.dy,— (92, — zP)y=e 


Serner 


oder 


——— (GE ——0 m 


’ x 
And da diefe Gleichung lineär und von ber erfien Ordnung ift, fo ik ihr 
integral bereits gefunden. — Diefe Integrationss Methode ſetzt voraus, daß 
es gelingt, Verſuchsweiſe einen Werth z, zu finden, welcher der Gleichung 


iet 9°2,—O(2P), +20=0 
genüg 


Findet man dagegen verfuchsweife eine Funktion von x, weiche ſtatt y 
gefezt der Gleichung i 
ö°y,+P-dy,+0-.y=0 


genügt, fo Fann man folche fiatt R, nehmen; und Tann man dann noch 
eine zweite Funktion von x finden, von der erfiern R, und auch von C,R, 
verfchieden, welche dieſelbe Eigenfchaft hat, fo kann man ſolche Ratt 8 
nehmen; und I C.R, +C,S, iſt dann das geſuchte allgemeine Ur: 
integral der gegebenen Differential Gleichung. 
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.  &o oft es aber gelingt, bie reducirte Finehre Gleichunz 
der zweiten Ordnung zu integriren, d. 5. von ber hu P 
11.) das integral 2.) herzuftellen, fo oft Eann man das Iute 1- 
gral ber vollftändigen lineären Gleichung ber zweiten Otd⸗ 
nung, nämlich der Gleichung Ä 

3) 8°y,+P-dy,-Q.y=9,, | 
ohne weiteres durch folgendes Verfahren finden, welches 
wie fo vieles, dem Lagrange verdanken. 

Man nimmt auch fett noch 

4) —=a-R,+b-S;, 
nur dag man fi a an b als noch zu ſuchende gunftie. 
nen von x denkt, während R, und S, die in 2.) bereits ge ! 


fundenen, alfo nun bekannten Sunftionen von x vorſtellen. Dif 
ferenziirt man aber biefe Gleichung 4'.), fo erhält man 

6 dy. — —VV [R, · da, 8, dob.] 
wenn (dy,) die Ableitung deſſelben y (in A!) bedeutet, die man 
unter der Vorausſetzung erhält, daß a und b conftant find. 

Da nun zwei Zunftionen a, und b, gefucht werden, und 4 

nur der einzigen Gleichung 3.) zu genügen ift, fo kann man 
noch eine beliebige Annahme machen; und wir feßen daher den 
in 5°.) zur Nechten in den eckigen Klammern Befinblichen Theil 
der Null gleich. Dies giebt , 

6) R,-da,-+-S, Ob, = 0 
und 

nn d=ldy) dh. dy,—=a-dR,-tb-88,. 
Differenziirt man aber diefe Gleichung 7°.) nun noch einmal, 
fo ergiebt fich 

8 8°y, = (9°y,)-+ÖR,-da,-+8S,-öb,, 
wenn (d°?y,) die zweite Ableitung deffelben y (in 4.) bedeutet, 
die man unter der Wrausſetzung erhält, daß a und b conflant 
find. Subftituirt man aber diefe Werthe aus 44), 7.) und 8.) 
fiatt y, dy, und 8°y, in die gegebene Differential: Gleichung 


— 
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2) fo wird die Gleichung, wegen (d*v,)--P-(öy)--Q-.y= 0, 
be nachfichende, nämlich: | 
9 OR, · da, 4- 85,.8b, = 9,. 
Die beiden Gleichungen 6%.) und 9%.) geben nun auf algebrai⸗ 
chem Wege da, und Ob, in x ausgedrüdt, und wenn man 
dee Sunktionen von x noch integrirt, fo hat man a, und b,, 
d wie fie gefücht werden, während jede dieſer Ießtern beiden 
Runftionen von x noch eine willkührliche Eonftante in fih auf 
wimmt, fo daß das integral 4.) auch zwei willkührliche Con⸗ 
ten in fich fchließt, und daher wiederum das allgemeine In⸗ 
L if. 
Sind die Koefficienten P und Q conftant, fo if, wenn die beiden 
e m, und m, von m, welche der quadratiſchen Gleichung 
m?--Pm--Q=0 
gen, reell und ungleich find, 
— eraix md 8 erꝛ⸗ 
nehmen. Sind aber die beiden Werthe m, und m, einander gleich und 
ich m, fo muß 
R,=e" md 8, —x.e" 
enommen werben. nd find die beiden Werthe m, und m, imaginär ımb 
Spt gi, fo. muß man 
R, =e*.cosqx und S, =ef*.singx 
ahmen. 


C. Betrachten wir noch die Iineären Gfeichungen ber brit- 
mn Ordnung mit conflanten Koefficienten. 
Hat man zuerft die reducirte Gleichung . 
1) 9, -P-a°y,+Q-dy-+Ry=0, + 
fo ſetzt man = — 
y — C. er, 


dy. = COm·e. dey. = Cm?. er, dey, = Cm? Kr 
und bie gegebene Differential-Gleichung 1.) geht, wenn man 


biefe Werthe ſtatt y, Odys, 9°y, und 8°y, fubflituirt, über in die 
algebraiſche Gleichung. des dritten Grades 
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9) m’ --Pm?--Qm--R= 0. 
Löſt man dieſe nach m algebraifch auf, und find m,; m, 
bie drei Werthe von m, fo find Ce", C,ae”, C 
drei befondere Ur⸗Integrale der 1.); dagegen weißt fih m 
3) y=C,e"’+6,e""-+0,e"” 
ale das allgemeine Ur« integral derfelben Differential: Slei 
ans, einmal, weil dieſer Werth von y die Gleichung. 1.) 
lich identifch macht, und dann, weil folcher Drei willküt 
Conſtanten enthält. 
Sind zwei der Werthe 5. 2. m, und m,, einander ı 
fo wird dag | ſo 
4) er a--bx) +C,e”, 
wo a, b und A die sr wilführlichen Eonftanten find. 
Eind aber alle drei Werthe von m einander gleich 
durch m vorgeftellt, fo ift das allgemeine Integral fo 


5) y=e"”(a--bx-+cx?), 
wo die drei willkũhrlichen Conſtanten durch a, b und c 
gedrückt werden. 


Sind endlich zwei der drei Werthe von m imaginär 
m, =p+gi md m,=p-—qi, fo nimmt das Sn 
auch noch die Form Ä 

6) y= e"(a-cosgx-+b«sin qx)-+C,e"”, 
oder auch die Form 

7) y=ae”.cos(g -H)+C,e"”, 
ober endlich auch die Form 

8) a · e*. sin (¶x 0 0, er 
an. 

So weit die Integration der reducirten Gleichung mit 
ſtanten Koefficienten. Könnte man letztere aber auch fü 
Fall integriren, bag P, Q, R wirklich Funktionen von x 
fo würde ihr integral doch immer die Form 

19 y=a$S,-bT,-+tcU, 
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annehmen, twie wenn P, O, R conſtant ſind, und ſolches würde 
alfe die reducirte Gleichung 
29 —B dy.-Ry=0 | 
identiſch machen. | 
Iſt aber dann die vollſtãndige Gleichung der dritten Ordnung 
39 8y+P8y+Q-öyHRy=g, | 
zn integrieren, fo kann man fogleich wieder die Methode des 
Lagrange antvenden, welche wir bei ben Gleichungen ber zwei⸗ 
ten Ordnung bereitd beichrieben haben, und welche den Namen 
der „Methode der Dariation der Eonftanten erhalten bat. — — 
nn nimmt nämlich an, daß das integral der Gleichung 31.) 
diefelbe Form 14.) bat, mie dag integral der reducirten Gleis 
dung 2 2), nur dag a, b, c noch Funktionen von x Aubr welche 
geſucht werden müſſen. 
Zu dieſem Behufe bifferenzürt man die Gleichung 11) eins 


mal, fett aber den Theil der von der Weränderlichkeit der a, . 


b, e herrührt, der Nuß gleich; dann Differenzlirt man die neue 
Bleichung noch einmal, und fegt wieder den Theil, der von ber 
Veränderlichfeit der a, b, c herrührt, der Null gleich. Dann 
find y, dy, und —* jetzt der Form nach genau dieſelben, wie 
wenn a, b, c conſtant wären, während man außerdem noch 
jur Beſtimmung von a, b, c angenommen bat bie beiden 
Gleichungen 
4) S,.da,+-T,-db,-+-U, dc, = 0 
und | \ 

5 88, -da,4-IT,-öb, -F-dU, -dc, = 0, 
ine Annahme, die man. deshalb machen Eonnte, weil man Brei 
Unbekannte a, b,’c hat, die nur einer einzigen, nämlich der 
Differential: &leichung 3°). zu genligen haben, — Differenzlict 
man aber nun die zuletzt erhaltene Gleichung 

8°y,—a-828,-+b.8° T,+edU, 
noch einmal, fo erhält man 
ö°y, = (d°y,)-+8°S,- ‚da, -4-8°T, -b, 4-9?U, dc, 
Bd. II 12 


4‘ 


178 Hößere Analyſis. -UL Abth. Kap. V. $ 4 


wo (d°’y,) dieſen dritten Differential⸗Koefficienten von y vor 
ſtellt, unter der Vorausſetzung, daß a, b, c conſtant find. — 
Subftituirt man nun dieſe Werthe flatt y, Oyx; O°y,. md 
8°y, in bie Gleichung 3.), fo geht folche, wegen 
&’y,)+P-(&y)+Q-(dy)+Ry — O, 
über in 
6') 0°5,-82,-+9°T,-db,+9°U,-de, = ꝑ,. 
Aus den drei Gleichungen A), 5.) und 64.) läßt fih num 
da,, Ob, und dc, auf dem MWege der gemeinen Algebra leicht 
finden, in x auggedrüct; und dann darf man dieſe für da,, 
- Ob, und De, erhaltenen Funktionen von x nur noch nah x; 
integriren, um: die Koefficienten a, b, c in x auggebrückt m 
haben, und jeden noch mit -einer willkührlichen Eonftante, fe 
dag, wenn man Diefe Werthe flatt a, b, ce in die Gleichunz 
1.) fest, da8 allgemeine Ur-ntegral der Gleichung 
y,-P-a?dy, FQ-dy+Ry=o, 
mit den drei mwillführlichen Eonftanten wirklich gefunden iſt. 

Anmerkung Es iſt leicht, das alles auf die lineären 
Gleichungen der nien Ordnung augzudehnen. 

Hätte man aber bie lineare Gleichung z. DB. der dritten 
Drdnung 
(a+bx)?-d°y,--(a-+bx)?P-8°y,+(a-Hbx)Q-dy,-Ry=0, 
fo Eönnte man a--bx=t, alfo dy, = dy.-dt, — b-Oy, 
ö?y, = b?-8?y,, ö’y,—b?° -O’yı ſetzen und die Gleichung | 
würde die Form annehmen 

b>i3.8°y,+-b?t?P-3°y,+-biQ-dy+-Ry=0. 
Setzte man nun y=t', alſo dy=mt“, 
dry. —=mm— 1? md °y,— m(m—1)(m— Zr, 
fo würde diefelbe Gleichung übergehen in 
b’m(m—1)(m— 2)+b?’Pm(m— 1)+bQm--R = 0. 
Löſt man nun diefe nach m Eubifche Gleichung algebraifch 
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auf, und find m,, m,, m, die drei Werthe von m, welche , 
man daraus erhält, fo ift 


y—C,@-F br) +O,(@-+ be), bx)" 

das vollſtändige Ur⸗Integral der gegebenen Differential⸗Glei⸗ 

chung der dritten Ordnung mit dieſen veränderlichen Koefficienten. 
$. 48. 

| Integration von m totalen Differential: ⸗Gleichungen zwifhen m41 MWeränberlichen. 


| Sind zwei Gleichungen zwiſchen drei Veränderlichen t 
x und y gegeben, welche auch noch die Ableitungen öxt, dyı, 
°?x,, d?2y, etc. etc. zweier der Meränderlichen nach dem drit⸗ 
ten enthalten, fo Fan man, um daraus x und y felbft als 
Sunftionen von t zu finden, zwei verfchiedene Wege betreten. 
I. Erſtens kann man nämlich es verfüchen, jede der beis 
den Gleichungen Direkt zu integtiren, ohne vorher einen der Ver: 
änderlichen. wegzufchaffen, entweder in fo fern fie den Bedin⸗ 
gungs⸗Gleichungen der Sintegrabilität genügen, — wie z. B. 
die Gleichung E 
T.AX, dx: + Y,dy = 0, 
welche, integrirt, ſogleich 
Zu ST-d-+-/X%-d+/Y-.dy=c 
liefert, — oder, weil ſie mittelſt eines integrirenden Faktors 
leicht integrabel gemacht werden kann, wie z. ©. die Sleichung 
‘ x ty — dd’), 





g 41 
welche, wenn man fie mit 5° 
B t 


öxr- 3. —ayı- Ö°x; —( 
x: 
ibergebt, während der Ausdruck links nun integrabel ift, ſo daß 
das Integral diefer. Gleichung daß nachftehende, nämlich 
yı _ 
‚dx 


multiplicirt, in 


7>5C 


wird. 
12* 
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Sind nun beide gegebene Gleichungen nad) dx, und. dy, 
von der erften Ordnung, und integrirt man jede derſelben auf 
dem fo eben befchriebenen Wege, fo erhält man fogleich zwei 
Ur⸗Gleichungen zwiſchen x, y und t, aus denen dann auf ab 
gebraifchem Wege x und y als Funktionen von t (ober t und 
y ale Funktionen von x, oder t und x ale Funktionen von y) 
gefunden werden. 

Sind 4. B. die beiden Gleichungen zu integriren 

1) x-+y-dy,-+z-d2, = 0 
2) my, tn-d%,=1, | 
fo giebt die erfiere fogleih 
3) x’-F-y 2L2?=r,, 
wenn man die Gonftante durch Ar? ausdrückt. Die andere Gleichung vr 
dagegen, wenn man fie bireft integrirt, fogleich 
4) my+nz=x-+ec. 
Diele beiden Gleichungen 3.) und 4.) geben nun ymd z in x*). 

> IM. Die zweite Methode befteht darin, dag man aus Bei 
den Öleichungen, x und alle Ableitungen von x eliminirs, 
und dadurd) eine Gleichung bloß. zwifchen zwei DVeränderlichen 
y und t (und Ayı, °ye, -+-) fich verfchafft, dieſe aber dann 
nach einer der früher befchriebenen Methoden zu integriren 
verſucht. 

Das Eliminiren hier, unterſcheidet ſich aber von dem ei 
miniren in der Algebra, bloß dadurch, dag man hier aufer x, 
auch noch alle feine Ableitungen. ax, 9°x. etc. etc., bie in 
den beiden gegebenen Differential-Gleichungen vorfommen, mit 
wegſchaffen muß, daß man alfo eine größere Anzahl von Glei⸗ 
chungen braucht, um alles celiminiren zu Eönnen. Diefe feh- 
Ienden Gleichungen verfchafft man fich aber dadurch, daß man 


*%) Sind 3. B. x, y, z Koordinaten Werthe, die fih auf brei anf ein- 
ander fenkrechte Aren beziehen, fo entfpricht die Gleichung 3.) einer Kugel, 
die Gleichung 4.) dagegen einer Ebene und beide Gleichungen in Verbin⸗ 
dung gehören dem Kreife an, der ald Durchfchnittsfigur diefer Kugel mit 
biefer Ebene hervorgeht, wenn die age der beiden letztern Flächen fo if, 
daß wirklich ein Durchfchnitt ftatt findet. 


* 
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ſebe ber beiden gegebenen Differential: Gleichungen noch wieder⸗ 
holt differenziirt. Dadurch erhält man immer neue und neue 
Paare von Gleichungen, während in jedem neuen Paar ein ein⸗ 
ziger neuer höherer Differential Roefficient von x nach t eingeht. 
‚Auf biefe Weife bat man bald mehr Gleichungen als zu eli- 
r minirende Ausdrücke, uud dem Eliminiren ftehen alfo Feine ans 
deren Hinderniße mehr entgegen, als biejenigen, welche die AL .. 
gebra felbft darbietet. 
Es feyen 3. B. gegeben die beiden Gleichungen 
1) ö°x, =—m-dy,, 
2) | ö°y, = —gx—m-öx;5 
und es follen nun fowohl x als auch alle Ableitungen Ox,, 8°x,, ic, etc. 
diminirt werden. 
Differenziirt man die Gleichung 2.) nach allem t, fo erhält man 
3) Py,=—gOr—m-dz. 
ENRun hat. man drei Gleichungen, aber auch drei zu eliminirende Aus- 
drücke, nämlich x, x, und 22x.. — Man muß daher jede der beiden Glei« 
# dungen 1.) und 3.) noch einmal nad) allem t differenziiren; dann er⸗ 





halt man 
4). Oxg,=—m- deyz 
5) = —g.d°’,—m-d’x,. 


Nun haben wir fünf Gleichungen, aus denen die vier Ausdrücke x, Ox,, 
dx, und 8’x, ohne Weiteres Cauf algebraifchen Wege) fih eliminiren 
laſſen. Man erhält zuletzt als Reſultat der Elimination (wozu man bloß 
die Gleichungen 1.), 3.), 4.) und 5.) zu nehmen braucht, welche alle ſchon 
nicht mehr x ſelbſt haben, und aus welchen alſo nur mc) öx,, 0°x, umd 
d’x, eliminirt wird) die Gleichung 
6) 0y,=gm- OyyHm?-d2y,; 

und diefe hat weder x noch irgend eine Ableitung von x. 

Iſt aber x nebft allen Ableitungen deſſelben eliminirt, und 
die entftehende Gleichung zwiſchen y und t integrirt, und bat 
das integral alle willführlichen Conftanten aufgenommen, die 
es aufnehmen kann, fo fubftituirt man diefen Ausdruck für y 
und bie zugehörigen Ausdrücke für Ayı, A?yı etc. etc. in die 
übrigen Gleichungen und eliminirt dann aus letteren dx, 8°x: 
etc, etc., fo daß nur noch x felbft darin bleibe. So befommt 
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man alfo zulekt x ſelbſt in t und in Diefelben willkũhrlichen 
Conſtanten ausgedrückt, ohne aufs Neue integriren zu müſſen, 
alſo auch ohne neue willkührliche Conſtanten. 

Anmerkung 1. Bei dem Eliminiren kann auch ein Fall 
eintreten, den mir am Beften im folgenden Beifpiele aus eiw 
ander feßen. 

Es fey nämlich aus den beiden Gleichungen 

1) x = —m- dxt yax? -+-dyı? 
und | . 

2) 9° = —g—m-dy-YOxı’ +Oyı? 
der Veränderliche t zu eliminiren, derfelbe, nach welchem die 
‚Ableitungen von x und y genommen find, fo daß man ein 
Endgleichung zwifchen x und y und dy,, dey, etc. ete., ober 
eine Endgleichung zwifchen x, y und dx,, d°x, etc. ete. verlangt 

Um diefe und ähnliche Aufgaben zu löfen, muß man zuerſt 
(nach I. 38. $. 155.) die Unabhängigkeit des Veränderlichen ' 
auf einen andern der Veränderlichen, z. B. auf x, übertragen. 
Man nimmt daher (u dem angeführten Paragraphen) 

Oyı-— Oys-OXe,, 
8° = 8°y,-0x,? +-Oy,-d?x,, - 
und fubftitwirt dieſe Werthe ſtatt Oyı und 8°y, in die gegebe⸗ 
nen Gleichungen 1.) und 2.), und man erhält 
3) 9, —=—m-dx? -Y1-+-9y,° 
und | 
d°y,.8%,2-4-8y,-8°%, = — g—m-dy,-8%°:VYL-+Oy,°, 
welche Iettere Gleichung jedoch, wem man ftatt 8°x, fogleih 
feinen Werth (aus 3.) fubftitwirt, viel einfacher fo wird, nämlich: 
I) 000. DPyrdn——g 
Aus diefen Gleichungen 3.) unda MD muß man nun noch alle 
Differential» Roefficienten von x nach t eliminiren. 
Zu dem Ende differenziirt man diefe Gleichungen nad) 1, 
beachtet jedoch Dabei, daß y, Oyx, °y, etc. ctc. als Funktio⸗ 
nen von x, nach der, Formel 
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&p,), = dp, dx, Ä 
behandelt werben müffen, fo daß alſo &Kdy.)ı = d’yy-Ox,, ' 
89° y,), — By,-dxı, etc. etc. zu nehmen if. Gefchieht dies 
dir zunächft bloß bei der Gleichung 4.), fo erhält man 

.9°y,.0x,°4+-29°?y,-8x,-.8°2,=0 


| ober 


5) 8y,.0x?--20°?y-9°ı 0 =0; 
und nun bat man fchon Gleichungen genug, um (aus 3., 4. 


and 5.) fowohl dx, als 8°x, eliminiren zu können. Man er 
hält zulegt als Endrefultat 


ww . h 


6) 8°y,— 2m-d?y,-Y1-+20y,° —=(0; 


: welche Gleichung von dem Veränbderlichen t feine Spur mehr hat. 


Das Verfahren im Allgemeinen leuchtet aus diefem Bei- 
fpiele hervor. Man fubfituirt zuerft die Werthe für yı, 8°yı, 
öy, ete, etc., man differenglirt dann die Gleichungen nach 
lem t, indem man jedoch 

Ay.) = d°y,-Ox, 89°’yx) == O’y,-Ox, etc. ete. 
kt; und man eliminirt zulegt, wenn man genug Gleichungen 
(durch fortgefetstes Differenziiren) füch verfchafft hat, fowohl t t 
ſelbſt (was in dem vorliegenden Beifpiel gar nicht vorfam) alg 
auch die noch vorhandenen Differential Kosffieienten Ox., O’x, 
0°x, etc. elc. 

Anmerkung 2. Es iſt leicht, dieſe Methoden, auf die 
Integration von m Gleichungen zwiſchen m--1 Veränder⸗ 
lichen, — namentlich aber auch das Eliminiren der Veränder⸗ 
lichen nebft ihren Ableitungen auf, beliebig viel gegebene Gleis 


ungen auszudehnen. Wir geben daher nur noch ein einziges , 


Eliminations⸗Beiſpiel. 
Man habe nämlich gegeben die vier Gleichungen 
) dex *23 ) y=x’; 
3) xXF-C0sv; 4) y=r-sinv; 
und es follen eliminirt werden x und y, aber auch alle Ableitungen von x 
und y nach t, fo daß zwei Gleichungen als Endrefultat hervorgehen, zwi- 
(hen r, v und t und den Ableitungen von r und v nach t. 
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Da die Differentiation ber Gleichungen 1.) und 2.) nach t, allem 
eben fo viel neue, wieder zu eliminirende Ausdrücke einführen würde, al 
man dadurch neue Gleichungen erbielte, fo merden mir dasmal biof die 
Gleichungen 3.) und 4.) hinter einander nach t differenziiren; und mir er 
ten zunächſt 

5) üx, = —r- sin v-Ov,-FÖr,-cosv, 
6) dy,= T-cosv.dv,-FÖr,-sinv; 
und diefe, noch einmal nach allen t differenziirt, geben 
7) dex =—r-co0sv-dv,”— 2sin v-dr,-Ov, 
-Fd?r,-cosv—r-sin v-B’v5 
8) Ddey. = —r-sinv-dv,?-H-2%cos v-ör,-dv, 
-FÖ?r,-sinv-Fr-eosv-B*v. 
Aus den ſechs Gleichungen (L— 4. und 7. 8.) kann man nun bie vier Ya 
drücke x, y, 0°x, und 8°x, eliminiren; und man erhält als 4 Enbrefuli de 
beiden Gleichungen 
rꝰ · cos v? -ros v ‚dv? — 2sinv- — 
-Fö?r,-cosv—r-sinv-d’v; 
r? sta v? = — r-sin v-dv,? 4 2cas v-Ör,.dr, 
 +8°r-sinvtr- .EOS V- ‚Ber; 
welche durchaus nichts mehr enthalten, was an das Dafeyn von zumdy 
erinnern Fünnte *). 


Anmerkung 3. Die in ber gemeinen Algebra fchon ges 
gebene Kegel, dag man nämlich aus den gegebenen Gleichungen - 
durch algebraifche Kombinationen erft neue und bequemere Gleis 
chungen bildet, che man an das weitere Gefchäft des Auflöſens 
(oder Integrirens) geht, findet natürlich auch bier ſtatt. — 

Hat man z. B. die Gleichungen | 

1) X, m 9) y=Yy 


) Wäre vorausgefett geweſen, daß x Fein t enthält, daß alfo Or, =0 
and dr, —0 if, fo wären diefe beiden End> Gleichungen viel einfacher ge 
worden. In den Gleichungen 5.) — 8.) wären fchon alle die Glieder nicht 
eingegangen, welche von der Veränderlichkeit des r herrühren, und man hätte 
diefe End Gleichungen erhalten, nämlich: 

r· cos v”? = —cos v-dv,?— sin v-Ö?v, 

r- sin v? = — sin v-Ovy? cos v-O?v,. 
Aus diefen beiden Gleichungen ift e3 nun Feicht, aud) noch r. fortzufchaffen, 
und fo eine Gleichung bloß zwiſchen v und t übrig zu behalten. Ä 
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Suchen wir auf diefem Wege ben fingulären Werth ber Differential: 
Bleichung 





1) x, +y+V2°F7° — a’, 
Diefe Gleichung, wenn man fie noch einmal * allem y differenzirt, giebt 
x dx, 
de 1 =3=0, 
, 9) x dex, Pox, Tr; — — 
oder 
3) _ _@+0V% x’--y?—a®’-+rx- ty 
x-Yx?y?2—a? 
Sept man nun den Nenner —=0O, fo erhält man 
4) x?-+y° —.a? 0, 


sand diefer Werth von x in y, macht auch den Zähler von dex, in 3.) 
— gleich; folglich wird die Gleichung 4.) der ſinguläre Werth der 
Differential⸗Gleichung 1.) ſeyn, wenn er nämlich überhaupt 
e genügt (was hier der Fall it) und wenn er nicht in dem alls 
gemeinen JIntegral als ein befonderes Integral ftecdt (was 
* nicht der Fall iſt, wie wir dies von dem analogen Beiſpiel in J. be⸗ 
eits geſehen haben) ”). 
IV. Lagrange hat gelehrt, wie man den fingulären Werth 
gegebenen Differential- Gleichung der erfien Ordnung auch 
- a allgemeinen Sungrale 
=(, 
wies die willkührliche — a in ſich aufgenommen hat, 
finden könne. Da nämlich ber ſinguläre Werth nie in dem 
gemeinen Integrale fteckt, fo giebt «8 Eeinen conftanten 
Wert von a, welcher bewirkte, da F,.—0 ber finguläre 
Beth würde, wohl aber wird diefe Gleichung, wenn man ſtatt 
y feinen, aus dem fingulären Werth gezogenen Ausdruck in x, 
ſubſtituirt, bloß a und x enthalten, alfo a als eine Funktion 
von x liefern. — Es kommt alfo darauf an, die Funktion von 
x zu finden, welche flatt a gefegt werben muß, bamit das al 
gemeine Int Sntegral fi, 0 in den fingulären Werth übergehe. 


| " nu man die fingulären Werthe einer Differential» Gleichung ber 
weiten Ordnung, fo findet man durch abermaliges Differensliren 8°y, oder 
0 
der, und ſett ſolches = 7- 
Sb. L. 13 
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$. 44. 
Die d'Alembert'ſche Methode zur Integration mehrerer gleichzeitig gegebenen Liner 
Differential⸗Gleichungen. 
I. Sind gegeben die beiden lineären Gleichungen 
1) M · du. N. dx. Pu - x R 
und 
2) :° MW. dut -+-N.85,4Pu+0Qx=R, 


fo kann man fogleich von dem in der vorfichenden Anmerkung ! 
befchriebenen Verfahren Gebrauch machen, — aus dieſen beiden 
Gleichungen abmwechfelnd dx, und du, eliminiren, und fo flatt 
der gegebenen Gleichungen lieber dieſe neuen nehmen, welche Biel, 
nachftehende Form haben werden, nämlich j 


3) + Pu+-Qzx=T 
und 
4) dui Pu 0% = T 


wo P, Q, P', Q/, T und TV Funktionen von t feyn werd 
wenn auch andere als die in den erfleren Gleichungen durd 
dieſelben Buchflaben vorgeftellten. 

Man multiplicirt nun, nad) d'Alembert, um dieſe neuen 
Gleichungen 3.) und 4.) zu integriren, ohne den Weg der 
Elimination betreten zu wollen, die Gleichung 3.) mit 


welche integeirt, 

3%) = (x 
liefert. Died Cx flatt y und [9 -Ox, flatt Oy, in die erftere a) der 
integral» Gleichungen fubftituirt giebt 


x’ =x’— k?, wenn mal; * —k? fest. 





Hieraus folgt . Pa 








= ——, ul J —EDE 
 w-OR er 

oder 

4) + WR=0C. 


wo C, C, und k drei willführliche Eonflanten find. (Die vierte Eonfiaute 
c’ haben mir = U vorauögefegt.) 
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einer unbeftimmten Funktion 0 von t, und adbirt folche zur 4.). 
Dadurch erhält man, wenn noch flatt u cin neuer Veränder⸗ 
licher z eingeführt wird, mittelft der Gleichung 
5) u — 2—- 6x, alſo du, = du — x-80,.—d-dx,, 
dieſes Reſultat, nämlich: 
dz; Pı0)z , 

Du MENT) = Tr, 
man nun über 6 nach Belieben disponiren kann, fo fege 
man hier den Saktor von x der Null gleich. Dies giebt 

N). - dz.+(P-+-P'9z = T-+-T'$, 

8). Sd4P+PI—(Q+QN= 0. 
Kann man nun verfüchsweife oder fonft wie, cinen ber Glei⸗ 
hung 8.) genligenden Werth von 6, finden, fo giebt die Glei- 
chung 7.) fogleich z dazu, wodurch bie Gleichung 5.) in eine 
Ur⸗Gleichung zwiſchen u und x und einer mwillführlichen Con: 
ſtante übergeht. Findet man daraus u in x, und feht man 
dies ſtatt u in die Gleichung 3.), fo erhält man eine neue li⸗ 
neäre Gleichung zwifchen t, x und dx., welche, auf's Neue 
integrirt, noch x In t dazu Hiefert, mit ‚ber jtoeiten willkühr⸗ 
lichen Conſtante. 

Könnte man die Gleichung 8.) allgemein integriren, ſo daß 
hſchon eine willkührliche Conſtante in ſich aufnähme, fo würde 
man x aus der Gleichung A.) ohne weitere Integration ſich 
verfchaffen, weil man dann fchon die zwei willührlichen Eon: 
ſtanten hätte, melche durch das Integriren der beiden gegebenen 
Gleichungen 1) und 2.) eingehen müſſen ”). 






*) Man Fönnte, auch wenn 4 bereits eine willkührliche Conſtante in 
fih aufgenommen hat, doch auch mwicderum x aus der 3.) durch neue In⸗ 
tegration finden wollen, fo daß man nun eine dritte millkührliche Conſtante 
erhielte. Weil aber die Gleichung 4.) ebenfalls iventifch werden muß, fo 
würde man in folche flatt x und u ihre Werthe in t fubitituiren, und dan 
würde fich- alles t von felber wegheben, und eine Gleichung bloß zwiſchen 
den drei Eonftanten übrig bleiben, modurd) Die eine in die, beiden andern 
ausgedrückt ſi fich fl eht, alfo nicht mehr willkührlich it. 
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$. 44. 


Die d'Alembert'ſche Methode zur Integration mehrerer gleichzeitig gegebenen lineüren 
Differential: @leihungen. 1X # 


I. Sind gegeben bie beiden lineären Gekchungen 
1) M · du. 4 N-dx.-+-Pu+Qx=R 
und 
VM. du - N. dx.Po Ox-Re, 
ſo kann man ſogleich von dem in der vorſtehenden Anmerkung 
beſchriebenen Verfahren Gebrauch machen, — aus dieſen beiden 
Gleichungen abmechfelnd dx. und du, eliminiren, und fo flatt 
der gegebenen Gleichungen lieber diefe neuen nehmen, welche die 
nachftehende Sorm haben werden, nämlic) 


3) 8x: Pu Qx —T Ps 
und | 
4) | &u+-Pu-+Qk=T 


wo P, Q, P', Q', T und T! Funktionen von t ſeyn werden, 
wenn auch andere als die in den erfleren Gleichungen durd) 
dieſelben Buchftaben vorgeftellten. 

Man multiplicirt nun, nad) d'Alembert, um diefe neuen 
Gleihungen 3.) und 4.) zu integriren, ohne den Weg der 
Elimination betreten zu wollen, die Gleichung 3.) mit 


welche integrirt, 

3%) —= Cx 
liefert. Dies Cx flatt y und c. -Ox, flatt dy, in die erſtere er) der 
integral» Gleichungen ſubſtituirt giebt 


x’ —=x?’— kz, wenn man 


jo be fe. 





Hieraus folgt - - 
öt ‚= a a a a or — .d<=log(x-+ V — k?) 
oder | 
4) x+Yx?—k2 RC, .eh 
wo C, C, und k drei willführliche Eonflanten find. (Die vierte Conſtante 
c’ haben wir = 0 vorauögefegt.) 











f 
Sr 
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vom x und von y der Null gleich fegen kann, weil man. die | 
Dispofition über 0 und 9 hat. Dadurch erhält. man die drei 
Gleichungen 
5) 2. +(P-+PO-+Pıy =TH-TI HT; 

6) 34-4(P-+PdPrn —(Q-+09--0) — 0; 

7) Br (P-+-PA--PINN—(Q-+-09-- 0) — 0. 
Bindet man nun Werthe von 9 und 6, welche den Gleichun- 
ven 6.) und 7.) genügen, fo giebt die Gleichung 5.) augen 
licklich z dazu. — U. f. m. f. 

Betrachten wir wieder den Fall, wo P, Q, R, P,, Q/, R eonfant 
ind, fo kann man den Gleichungen 6.) und 7.) genügen, wenn man 89, 
and 09, der Null gleich, alfo 9 und & conftant und fo nimmt, wie fie 
ich jegt aus den Gleichungen 6.) und 7.) ergeben. Man erhält dann für 
' und 6° Tubifche Gleichungen, und diefe geben drei sufammengchörige Paare 
von Werthen von 9 umd 9, die wir durch 4., 9, und ,, 0,, endlich 0,, 
'4, bezeichnen wollen. Die Gleichung 5.) giebt dann drei Werthe von z; 
Ne Gleichung 4.) giebt alfo nun drei Gleichungen zwiſchen u, x, y und t 
mit drei willkührlichen Conſtanten; und diefe geben dann u,x,y int 
ausgedrückt. 

II. D’Alembert wendet biefes Verfahren auch auf Fineäre 
Gleichungen höherer Ordnungen an, und wir wollen dies ‚im 
folgenden Beifpiel erläutern. 

Sind 5. DB. gegeben die beiden Gleichungen der zweiten 
Ordnung 
1) 8°. + A-du,--B- dx + Cu+Dx —T 
und 

2) Bu +-Aldu-B-öx--Cu-+-Dix—=T,, 
fo führt er zwei neue Veranderliche p und q ein mittelſt der 
Gleichungen 


3) u=p md 4 dung. 
Dadurch hat er dann die vier Gleichungen 
5) öp + Ap+Bq + Cu+Dx =|T 
6) dq + A’p-+-B’gq+Cu+ Dix = TV 
| 7) 9u:.—p —=0 


8) dx. ⸗- q= 0. 
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Sind P und Q, besgleichen P/ und Q/ confiant, fo kann man Po 
Gleichung 8.) dadurch genügen, daß man do. *0 feet, und 0 felb ag 
der Gleichung 

P-+P9—-Q+9Q9=0 ' 
beftimmt. — Da diefe Gleichung quadratiſch ift, fo erhält man für 6 me: 
Merthe, die wir durch 8, und 9, bezeichnen wollen. Bezeichnet man nm 
die zugehörigen Werthe von P-+-P‘d und T-+-T6 begüglich durd) m., m, ! 
und T;, T;, fo giebt die Gleichung 7.) diefe zwei Gleichungen, nämlich 

ze er. T,-dt+C,) * 
und | oo. 
ı=e mt jert, T,-dt +C.). h 
Und die Gleichung 5.) liefert nun auch diefe zwei Gleichungen ‚ nämlich 
ur ee "tl fer*.T,-dt+C,) 
u+9d,x = e”"”*t( Ye”. T,.dti+C,). 
Auf diefe Weife findet man fogleich u und x unmittelbar, ohne bie Glei 
chung 3.) oder 4.) noch zu Hülfe nehmen zu müſſen, weil die Gleichung 6.) 
zwei Gleichungen geliefert hat, welche die beiden Gleichungen 3.) und 4.) 
vollkommen erfegen. 


1. Hat man drei fineäre Gleichungen zwiſchen den vier 
Veränderlichen u, x, y und t, von ber erſten Ordnung, fo kann 
man fie auf die nachftehende Form bringen, nämlich \ 


1) öu.-+-Pu-Qx+Ry=[T, 
2). dx. + Pu +Qix+HRy= Ti, 
3) dy.-+Piu + Qt + Riiy = 


Multiplicirt man nun bie zweite mit 0, die dritte mit dr, ad: 
Dirt man folche zur erften, und fegt man 

4) Ä url Hiiy=z, 
alſo 
u=z—dx—hiy und Out h- ox+H-ayı = du—x-00, —y- O0, 
fo erhält man eine Gleichung, in welcher man die Koefficienten 


Es iR nämlich zu bemerken, daß wenn die Gleichung 6.) und eine der 
beiden Gleichungen 3.) und 4.) ibentifch üft, dann auch die andere dieſer 
Iegtern beiden &leichängen nothwendig identifch feyn müſſe. Wird dagegen 
die 3.) integrirt, fo muß das Integral noch nicht nothwendig der 


Gleichung 4.) genügen, wenn ed auch den Gleichungen 3.) und 6.) ge 


nügt; fondern es muß noch durch gehörige Beſtinumung der Conſtante der 
Gleichung 4.) erfi genügt werden. 
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werben kann, heißt ein Tingufärer Werth diefer Differen⸗ 
tial⸗Gleichung. 


Es iſt aus der Algebra bekannt, daß wenn irgend eine Aufgabe zu einer 
Blehung führt von der Form P-Q—0, fo genügt bieſer Gleichung ent⸗ 
weder P=0, oder Q=0. — Führt alio z. B. eine Aufgabe zu der 
Gleichung 0 

1%) u-du,— u=0 d. h. a(du,—1)=0, 
fo genügt diefer Gleichung entweder u=0, oder du, —41=0. — Führt 
man nun aber fiatt u einen neuen Beränderlichen x dergefialt ein, daß man 
2 Yz-+y’—a’=u, der x +y°—a’=u? 
egt, fo erhält man zunächſt 
3%) x.öx,+y=u-du, oder On, —— _ +7 
y 'Yx?--y2— 22 x?-+-y? —_ 42 
Subfiituirt man nun biefe Werthe fatt u und flatt du, in die gegebene 
Bleichung 1’.), fo geht folche über in | 


aa EI __ 
4) Yx®+y?—a ii — — J 0; 
amd dieſe Gleichung mird noch identifch entwed er durch die Sunftion x 
yon y, welche den erftern Saktor, oder durch den Werth von x, welcher 
den zweiten Faktor zu Null macht. Der erſte Faktor, der Null gleich 
geſetzt, giebt gar Feine Differential-Gleihung; alfo bedarf es auch nicht 
des Integrirens, und der aus diefer Gleichung hervorgehende Werth von x 
(in y ausgedrückt) wird alfo im Allgemeinen den Werthe von x ganz fremd 
bleiben, welcher aus dem andern Faktor durch integration hervorgeht, wenn 
‚ flyer der Null gleich gefest wird. 
Sp weit ift alles den erften Regeln der gemeinen Algebra völlig ange- 
meſſen und nichts weiter hinzuzufügen. Wenn man aber nun in der Glei⸗ 
! dung 4°) die beiden Faktoren mit einander multiplieirt, fo daß diefelbe 
Öleichung dieſe Form 
5 x. -öx, ‚+y- Yx?-+y? —ı?=0 ' . 
annimmt, fo find die beiden Faktoren verſchwunden, d. h. fie find nicht mehr 
in erfennen; und daher muß es den Anfänger Üüberrafchen, wenn er Differ 
rential⸗ Gleichungen durch Werthe genügen fieht, welche nicht in dent allges 
einen Integral enthalten find, da derfelbe den wahren Grund davon des⸗ 
halb nicht erfennen kann, weil die beiden Faktoren, in welche die Gleichung 
vei Einführung eines neuen Veränderlichen zuweilen ganz unmittelbar zer⸗ 
fällt, in der gegebenen Sorm der Sleichung als ſolche nicht hervortreten. 


I. Ganz auf diefelbe Weife fpringt in die Augen, daß auch 
eine Differential: Sleichung der zweiten Ordnung neben bem 
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erften allgemeinen integral, noch einen fingulären Werth 
haben Eönne, welcher felbft eine Differential-Gleichung ber erſten 
Ordnung noch feyn Fann, aber in dem erften allgemeinen Sms 
tegral (dag ebenfalls eine Differential: Gleichung ber erſten Erb 
nung ift) nicht enthalten feyn wird; eben weil es durch einen 
zweiten Faktor der gegebenen Differential: Gleichung beftimmt if: 


So ift 3. B. von der Differential» Gleichung ber zweiten Ordumg 


1) x-0?y ? - 20y,.0°, +x=0 
das allgemeine Ur⸗Integral diefes: 
2) zx’-+a?x--b—2ay=0; 


denn, menn man diefe Gleichung zweimal hinter einander nach x Vdifferen⸗ 
zürt, und dann y, Oy, und O?y, als Sunftionen von x herſtellt, letztere J. 
aber flatt y, Oy, und dey, in die Gleichung 1.) fubftituire, fo wird felhe kr 
identifch. 

Aber eben fo genligt der Gleichung 1.) noch diefe andere Gleichung 

3) ,—x’=0 oder dy=—x, oder y—tiR’+c; 
denn biefelbe giebt 8°y, = 1, und diefe Werthe flatt Oy,, 8°y, fubfis 
tuirt, machen die 1.) ebenfalls iventifh. Und da endlich, wenn man ben 
Werth von y aus 3.) in die Gleichung 2.) ſubſtituirt, diefe Gleichung ' 

5x°’-+a?x--bax?-F2ac=0 
hervorgeht, dieſe aber, fo lange a, b, e eonftant find, einen Widerſpruch 
enthält, fo ift die Auflöfung 3.) in der Auflöfung 1.) nicht enthalten; alie 
ift die Auflöfung 3.) ein fingulärer Werth der gegebenen Differentials 
Gleichung der zweiten Ordnung. 

Eben ſo kann eine Differential⸗Gleichung der dritten unb 
jeder höhern Ordnung neben ihrem allgemeinen Integral noch 
einen ſingulären, ihr genügenden Werth haben, der nicht in ih⸗ 
rem allgemeinen Integral enthalten iſt. 

III. Nach $. 39.) findet man die fingulären Werthe eine 
jeben Differential-Gleichung der erfien Ordnung, ten man 
legtere noch einmal Differenzürt, dann 8°y, findet in x, y, dy. 
ausgedrückt, und biefen Ausdruck auf die Form bringt | 
d. b. Zähler und Nenner des fo auf dieſem Wege erhaltenen | 
Ausdrucks für 9°y, der Null gleich fegt. 


an 


Suchen 
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Suchen wir auf dieſem Wege ben fingulären Werth ber Differential: 
Gleichung 


1) hy ty?—ai=0, 
Diefe Gleichung, wenn man fie noch einmal I allem y differenꝛirt, giebt 
— Ty_ -ÖX 
z.0°2, 40x, ti 380 
— ty 
Setzt man nun den Nenner 9* ſo erhält man 
9 x’ -y°— a0, 


und biefer Werth von x in y, macht auch den Zähler von 8°x, in 3.) 
Der Null gleich; folglich wird bie Gleichung 4.) der finguläre Werth ber 
negebenen Differentials Gleichung 1.) feyn, wenn er nämlich überhaupt 
Ehre genügt (was hier der Tal if) und wenn er nidt in dem all⸗ 
gemeinen Integral als ein befonderes Integral ſteckt (mas 
bier nicht der Fall if, wie wir dies von dem analogen Beifpiel in I. bes 
weit; geſehen haben) *). 

IV. Lagrange hat gelehrt, wie man den fingulären Werth 
einer gegebenen Differential-Gleichung der erfien Ordnung auch 
aus derem allgemeinen Sungrale 

1) a0, | 
weiches die willkührliche — a in ſich aufgenommen hat, 
finden Eönne. Da nämlich ber finguläre Werth nie in dem 
kalgemeinen Integrale ſteckt, fo giebt es feinen conflanten 
Werth von a, welcher bewirkte, daß F,.—= 0 der finguläre 
Werth würde, wohl aber wird diefe Gleichung, wenn man flaft 
y feinen, aus dem fingulären Werth gesogenen Ausdruck in x, 
ſubſtituirt, bloß a und x enthalten, alfo a als eine Funktion, 
bon x liefern. — Es kommt alfo darauf an, bie Funktion von 
x zu finden, welche ſtatt a gelegt werben muß, bamit das all 
gemeine Integral 5,0 in den fingulären Werth übergebe. 





”) Sucht man die fingulären Werthe einer Differentials Gleichung der 
weiten Drbmung , fo findet man durch abermaliges Differensiiren °y, oder 


der, und ſet ſolches = Z- 
Sb. I. | 13 


. ® 
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erſten allgemeinen integral, noch einen fingulären Werth 
haben Eönne, welcher feldft eine Differential» Gleichung ber erſten 
Drönung noch feyn Tann, aber in dem erfien allgemeinen us 
tegral (das ebenfalls eine Differential: Gleichung ber erften 
nung ift) nicht enthalten feyn wird; eben weil es durch einen 
zweiten Faktor der gegebenen Differential-GSleichung beftimmt if; 


©p iR 4. 3. von der Diferential/ Gleichung ber imeiten Ortung | 











1) x-0’y ? — 20y,.0°y, +x=0 
das allgemeine Urs Integral dieſes: 
2) zx’-+a°x--b—2ay=0; 


denn, wenn man diefe Gleichung zweimal hinter einander nach x Differens- 
gürt, und dann y, dy, und 8°y, als Zunftionen von x herftellt, letztere 
aber flatt y, Oy, und dey, in die Gleichung 1.) fubfituirt, fo wird ſolche 
identifch. 
Aber eben fo genügt der Gleichung 1.) noch diefe andere Gleichung _ 
3) °-r?=0 oder dy=tx, oder y-tir’-+e; 
denn biefelbe giebt 8°y, = +1, und diefe Werthe ſtatt dy,, dey, ſubſti⸗ 
tnirt, machen die 1.) ebenfalld ibentifch. Und da endlih, wenn man ber 
Werth von y aus 3.) in die Gleichung 2.) fubftituirt, diefe Gleichung 
3x’+a?x--b+ax?-F2ac=0 
hervorgeht, dieſe aber, fo lange a, b, e conftant find, einen Widerſpruch 
enthält, fo ift die Auflöfung 3.) in der Auflöfung 1.) nicht enthalten; alfe 
ift die Auflöfung 3.) ein fingulärer Werth der gegebenen Differentials 
Gleichung der sweiten Ordnung. 

Eben fo kann eine Differential:Steichung der dritten und 
jeder höhern Ordnung neben ihrem allgemeinen, integral noch 
einen fingulären, ihr genügenden Werth haben, der nicht in ih 
rem allgemeinen Sintegral enthalten ift. 

IH. Nach $. 39.) findet man die fingulären Werthe einer 
jehen Differential Gleichung der erften Ordnung, wenn man 
lettere noch einmal differenzlirt, dann 8°y, findet in x, y, Oy, 


außgebrückt, und diefen Ausdruck auf die Form n bringt, 


d. h. Zähler und Nenner des fo auf dieſem Wege erhaltenen 
Ausdrucks für 9°y, der Null gleich ſetzt. 
Suchen 
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erhalten, und biefer Widerfpruch hätte angezeigt, daß man nun den ſingu⸗ 
lären Werth nicht findet. 

Man ſieht hieraus, daß man dem allgemeinen Integral, che man nach 
a differenzlirt, erft Die zu dem Zwecke paffende Zorm geben nuf*). — Diefe 





) Wir haben im J. Bd. 6.5. 182184) gefchen, daß die aus 


hy „=0 und öL=0 hervorgehende Kurve, wenn a eliminirt wird, 


und wenn überhaupt die entfiehende Gleichung eine Kurve vorftellt, alle 
aus f, „0 dadurch, daß man dem a alle fletig neben einander liegen: 
ben eonflanten Werthe giebt, hervorgehenden Kurven einhüllt, d. h. alle zu⸗ 
gleich, jede aber an einem andern ihrer Punkte berührt. — Kommt man 
alſo bei Löfung einer dahin gehörenden Aufgabe zu einer Differential - Gleis 
; «hung, fo muß man ihren fingulären Werth und nicht ihr Integral fuchen, 
u bie Löfung zu haben. 
In dem Beifpiele zu $. 184. des I. Bd.) hätte man 4. DB. die Löfung 
ber Aufgabe auch fo einleiten Fünnen, daß man die Kurve geſucht hätte, 
deren Tangente an jedem ihrer Punkte, fo weit fie von den feften ımd auf 
: einander. fenfrecht fiehenden Geraden OX und OY abgefchnitten wird, be 
Hindig eine und diefelbe gegebene Länge e habe. Iſt dann E ein belichiger 
Punkt der gefuchten Kurve nd OF—=x, FE=y, fo if 


EF 
Fr = ig BAO= —y,; 









alſo iſt auch 
FA=— I u OGA=x—, folglich OB= OA -1g BAO, 
öy, O7, 


bh. OB=—x-dy, ty. — Die gefuchte Gleichung ergiebt ſich nun aus 
dem Pythagoraiſchen Lehrſatze 
ABæ OAS 0B- 
md wird alſo 
2 2x 

e? = 4: — —5 - 2xy-Oy,+y?, 

eder 
x? -dy,* — 2xy-dy,’+(2?+y?— c?)-dy,°—2y-0y,3°=0, 
Dies ift eine Differential Gleichung der gefuchten Kurve. Integrirt man 
fie, fo erhält man als allgemeines Integral die Gleichung der Geraden 
n 
| yangzztt 

mit ber willführlichen Conſtante a. Die gefuchte Kurve feckt darin aber 
nicht, welchen Werth man auch der Eonftante a geben möchte. Alfo muß 
man den fingulären Werth auffuchen, welcher nach III.) oder auch, in fo 


fern man. das allgemeine Antegral hat, nach IV.) gefunden wird. 
13* 


j 
h 
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Differenzürt man aber die Gleichung 





1) a0, 
indem man a als conftant anfieht, fo hält man _ 

9) a --äf,-dy, = 0; 
fieht man jedoch a als eine Funktion von x an, fo ergiebt fich 

3) öf,—-äf,-dy,+-df,-da, = 0. - 

Denkt man fi) nun a als bicjenige Funktion von x, 

welche aus 

4) df. ⸗0 


hervorgeht, ſo fällt die Gleichung 3.) mit der 2.) der gem 
nad) zufammen. Wenn baher die aus 1.) und 2.) gezogenen . 
MWerthe von y und dy, der gegebenen Differential: Gleichung 
genügen, fo thun die auch die aus 1.) und 3.) bervongehen | 
den Merthe von y und Oy,, fobad 8, —0 gedacht iſt. 

Um alfo aus „a0 ben fingulärn Werth zu * 
den, nimmt man = O, und eliminirt aus beiden bes 
Buchftaben a. Wenn die Gleichung 8. =0 nicht a com: 
ſtant liefert, und auch keinen Widerfpruch enthält, fo iſt das 
erhaltene Nefultat allemal ein fingulärer Werth der gegebenen |a 
Differential: Sleihung, von welher %,.=0 das allgemeine 
Integral iſt. 

So iſt z. B. von 1 der — 
1 dx, +y=Ya'}+3°—b? 
das allgemeine integral —* iz 
7) x’ +y°—b’=(y-ta)? oder (y+a)?—x’—y?+b°=0, 
wo a die willführliche Eonfante ift. Differenziirt man nun diefe Gleichung . 
nad) a, fo ergiebt fich 







3) y-ta =0 ddr a=—y N 
und diefer Werth von a in ‚ne allgemeine ne flatt a ſubſtituitt, giebt 
4) e_b?— 


und dies ift in ber That ber —* Ben, für dieſe gegebene Oifferentinl | 
Gleichung der erfien Ordnung. 
Härte man dem allgemeinen Integral 2/.) diefe Form gegeben, nämlich 
— =y+ta oder y+a—Yx’+y?—b?=0, 
und nun folche nach a differenzürt, fo hätte man 


= 0 .. 
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halten, und diefer Widerfpruch hätte angejeigt, daß man nun ben ſingu⸗ 
sen Werth nicht findet. 

Man fieht hieraus, daß man dem allgemeinen Integral, che man nach 
differenzüirt, er die zu den Zwecke paffende Form geben muß ). — Diefe 





H Wir haben im I. Bd. 5.5. 182— 184.) gefchen, daß die aus 
0 und Of, S 0 hervorgehende Kurve, wenn a eliminirt wird, 
id wenn überhaupt die entftehende Gleichung eine Kurve vorftellt, alle 
wf_,.=0 dadurch, daß man dem a alle fietig neben einander liegen- 


m eonflanten Werthe giebt, hervorgehenden Kurven einhüllt, d. h. alle zus 
eich, jede aber an einem andern ihrer Punkte berührtt — Kommt man 
fo bei Löfung einer dahin gehörenden Aufgabe zu einer Differential: Gleis 
mag, fo muß man ihren fingulären Werth und nicht ihr integral fuchen, 
m die Löfung zu haben. 

In dem Beifpiele zu $. 184. des I. Sb.) hätte man 3. B. die Löfung 
m Aufgabe auch fo einleiten Eönnen, daß man die Kurve gefucht hätte, 
nen Tangente an jeden ihrer Punkte, fo meit fie von den feſten umd auf 
Sander. fenkrecht fichenden Geraden OX und OY abgefchnitten wird, bes 
Indig eine und diefelbe gegebene Länge ce habe. Iſt dann E ein belichiger 
unkt der gefuchten Kurve und OF=x, FE=;y, fo if 


n=15 BAO= —2y,; 
v ift auch 
A= 5 und OA=2- folglich OB OA-1g BAO, 
). O8 . dy, ty. — Die efute Gleichung ergiebt fich nun aus 
ı Pothagsräifchen Lehrſat 
AB? —=OA?-+-OB? 
wird alfe 
e=r4 Be .dy, 2 _Ixy. dy. Fy⸗ 


x? -Oy,* — 2xy-8y,’+(2?+y? — c?)-dy,°—%y-dy,+y°=0. 

8 ift eine Differentials Gleichung der gefuchten Kurve. Integrirt man 
fo erhält man ald allgemeines integral die Gleichung der Geraden 
y=- ——xıHta 
Ye? a2 
ber willführlichen Eonftante a. Die gefuchte Kurve ſteckt darin aber 
ht, welchen Werth man auch der Eonftante a geben möchte. Alfo muß 
ı den fingulären Werth auffuchen, welcher nach III.) oder auch, in fo 
man das allgemeine Integral hat, nach IV.) gefunden wird, 

13* 
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zweckmäßige Form der Integral⸗Gleichung f, ya muB aber W 
ſeyn, daß SO für a eine Funktion von x allein, oder von y allein, 
oder von x und y liefert. Im legtern Zalle kann jedoch a wiederum com 
fant ſeyn, weil dieſe Funktion von x und y, fo wie ſtatt y ber aus f=0 
und df, ⸗ O gessgene Werth fubftituirt wird, conftant werden Tann. 


wäre aber bie aus £,, „0 und Of, 0 gefundene Gleichung sweifchen 
und y Fein fingulärer Werth, fondern. ein befonderes Integral. 

V. Hat man einen, der gegebenen Differential: &tleich 
genligenden Wed y=Yy, und außerdem noch das 
meine Integral derfelben Differential-Öleihung %,,.=0, ſo 
iſt es leicht zu wiſſen, ob y=y, ein fingulärer Werth ode 
ein befondered integral der gegebenen Differential: Gleich 
if. Man fegt p, flat yin &..=0; fällt dann alles x 
heraus, fo giebt die Sleichung den Werth der Eonflante a, na 
welchen aus f,.—=0, die Gleichung y—=Y, als ein Gel 
fonderes Integral hervorgeht; fällt aber aus ber Gleichung 
a0 nicht alles x von felber heraus, fo dag a als eine 
Funktion von x fich ergiebt, fo iſt y=Y, ein finguläre 
Werth. | | 

Lagrange hat aber noch geseigt, wie man ohne das 
allgemeine Integral zu haben, doch unterfuchen könne, 
od y=y, ein fingulärer Werth oder ein befondered Inte’ 
gral ſey. Man muß nämlich aus der gegebenen Differential \ 
Gleihung Ay, finden, etwa Ay. p.y, dann dp, beftim 
men, hier herein aber flatt y den Werth V, fubftituiren. im | 


daburch dp, die Form Oo mil yay en fingulũ⸗ 


rer Werth; außerdem * ft y — W, ein beſonderes Inte 
gral. — Näheres Über die ſingulären Werthe findet man. im 
„Syſtem der Mathematik.“ IH. VI., woſelbſt fie ſehr vollſtän⸗ 
dig behandelt ſich finden. 
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' | $. 46. i 
Von der Integration der Gleihungen durch Reihen. 

Sicht man ſich gezwungen durch Reihen zu integriren, fo 
kun man entmeber das Verfahren des $. 39.) anwenden, oder 
ber die ans nachfichenden Beifpielen erfichtfichen Methoden. 

I. Sol z. 3. die Gleichung 

1) oy,-y— mx" = 0 

üttelt Reihen integrirt werden, fo fee man 

2) ya Axt LA? etc. etc. etc., 

9 Au, A,, A, etc. etc. unbeftimmte Koefficienten und a ein 
nbeftimmter Erponent ift; finde daraus 


) d, CA, x “(a 2)A,x* FL etc.etc., 
abſtituire diefe Reihen ſtatt y. und Oy, im die gegebene Diffe: 
mtial- Gleichung und ordne bie Gleichung nach porenen von 
„fo dag man erhält 
en ‚xt a ee “4, dee, 0 

+ "+ ixt A Faller = etc. = 
Jiefe Gleichung wig nun Bei, wenn man 

.n=a—t, ap e=rn+1, 
id Die Koefficienten Ac, A,, A., A, etc. etc. fo nimmt, daß 
ı aA,—m—=0; (a+1)A, AO; (A,0; 
| (F3A,-+A,=0; 

c’ etc. wird. Dies giebt Ä 


Ao *— To gli? u=+-— u 


N. —_ | 
at?” rn J | 


A,=— J— 


ſ. w. N fo daß zuletzt 3 wird 


— a4 > ,_2 N 
— Fee * (— en Fi (043) NE. pen | ) 
Diefer Werth von y genügt nun der gegebenen Differen- 
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tial⸗Gleichung, ift aber höchſtens ein befonderes integral, weil 
Feine allgemeine willkührliche Eonftante eingegangen iſt. 

Will man aber, wie dies in den Anwendungen ber Zahl 
ift, dasjenige befondere integral haben, welches y b les 
fert, wenn x=a gefegt wird, fo führt man zwei neue Be] 
änderliche t und u fo ein, daß man 

8) x=a+ und y-=b-tu 
fest, fo daß, weil dx. —=1 und dy.=du Mir, 


if. Diefe Werthe in die gegebene Differential Bleichung 
ftituirt, geben die neue Gleichung 


9) öu-+b-->u—m(a-Ht)" = 0, 
und man ſucht nun u in t fo auszudrücken, daß für t= 
ah u=0 mird. Zu dem Ende fegt man 

1) ut Hatte ae e, | 
findet hieraus du, und fubftitwirt dieſe Werthe in die Gleichung 
9.) Dadurch geht letztere über in 

aA (at 1)A 1° 9)A trete. 

1) + + Art+ A tꝰti ete.⸗ 
—ma” — mnait — my, are? 

Um nun dieſer Gleichung für jedes t zu genügen, muß man 

a—1=:0 alſo 4*1 

und dann noch | 
aA,+b—ma=0; (+ DA, +A,— nat =0; 
| (“-H2)A,+A, — mn,a"" =; 


— etc. 


u. ſ. w. f. nehmen. 

Aus diefen Tetztern Gleichungen findet man aber die Korf 
fiienten A,, A,, A, etc. etc. ohne Weitered. Setzt man 
dann x—a flatt t und addirt man zu der für u erhaltenen 
Reihe noch b hinzu, fo bat man y, wie ſolches verlangt wurde 
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1. Sf die Gleichung der gweiten Ordnung 
1) O°y,+ax'y=0 
auf diefe Weiſe zu integriren, fo Eann man 
2) y-Ax'+A, zer LA, er etc. elc. etc. 
fegen. Differenziirt man nun dieſe Gleichung zweimal hinter 
einander nach x, fo erhält man. 
| dey, ——— ‚ara 
+a+293" A „et etc, etc., 
und auferdem findet fich 
ax’y =aA,x"'"-LaA, rt LA, x Pr etc. etc. 
Da nun die Summe biefer beiden Neihen der Null gleich wer⸗ 
den ſoll (nach 1.), fo muß man .«a—=0 oder ai meh 
men, damit dag Glied a’ 1A,x“"?” in dey, ganz heraus⸗ 
fällt und (ots tat)? das erſte Glied der Reihe 
für 8°y, wird, welches mit dem erſten Gliede aA.x*t" ber 
‚andern Meihe verglichen werden kann. Dadurch erhält man, 
8 mag «a=0 oder a—=it ſeyn, Ä 
6—-2=n, alſo öd=n-+? 
und dann no | 
(a+65)" A, +aA, = 0; HT Arad = 0; 
u. ſ. w. f. 
Man findet auf dieſem Wege, je nachdem a—=0 oder 
a —1 genommen wird, zwei Neihen für y, melche die unbe 
flimmte Eonftante A, in fi) aufnehmen f wofür wir bequemer 
bloß A ſchreiben, nami h: 


y— a(1— (n — — Tr 


Pi gants 


Aue -(2n +3)" 


PN xont6 


m +1 .(2n 3/1 ,(3n 5 +) 
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a ats. 
a ar rennen 
0° yont6 
ar HM. one. Sntoit" ) 


Diefe beiden Integrale find jedoch nur befondere Integralt 
in fo fern fie nicht zwei mwilführliche (unbeftimmte) Eonfam I 
ten enthalten. Weil aber die gegebene Differentials Gleichung 
eine lincäre ift, fo genügt ihr auch die Summe ber beiden fo 
eben gefundenen Neihen, und auch dann noch, wenn ftatt dei 
zweiten A lieber B gefeßt, und dieſes B als eine neue willkichr 
liche (von A unabhängige) Eonftante angefehen wird. So hat 
man zulegt doch das allgemeine Imtegrel mit zwei willfühe 
lichen Conſtanten. 

III. Dieſen Beiſpielen wollen wir nur noch Hinzufügen, 
daß in den Anwendungen auf phnfikaliichemathematifche Pros Fi 
bleme die Natur des Gegenftandes häufig die Form der Neihe 
. angiebt, welche man wählen muß, um convergente Reihen zu 
haben. Endlich ſucht man in den Antwendungen häufig mur 
Eleine Korrektionen zu fchon bekannten Näherungs-Werthen, fo 
dag dann die Differential» Gleichung felber fchon eine einfachere 
Geftalt annimmt und daher leichter behandelt werden kann. In 
den Anwendungen felbft findet man aber bie, ihnen eigenthüm: 
lichen Verfahrungs: Arten auch näher befchrieben. 





$. 47. 

Wir beichließgen dieſes Kapitel, indem mir in einigen Wor⸗ 

ten noch mitiheilen, vie in den Anwendungen die während der 

integration eingegangenen unbeftinmten Konflanten näher be: 
ſtimmt werden. 

Gewöhnlich weiß man nämlich in den Antwendungen. den 
Werd y=b, der zu einem Werth x=a gehört. Iſt nun 
f, y,. = 0 
dag gefundene Integral, fo muß fre *0 ideantiſch werden, 
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und aus dieſer letztern Gleichung findet fich dann e ohne Weis 
teres; und der gefundene Werth von e bleibe für alle die Wer⸗ 
the von x giltig, für welche y feine Stetigkeit nicht ändert. 

Hat dag Integral, weil es von einer Differential-Sleichung 
der zweiten Ordnung berrührt, zwei mwilführliche Conſtauten 
aufgenommen, fo muß man nicht bloß den Werth y=b, for 
dern auch den Barth dy,—=B fennen, der in diefem Salle 
ber Anwendung, zu x=a gehört. Indem man dann dies 
Integral 

use 0, 

differenziirt, alſo Bf —* 26 erhält, ſo müſſen dieſe 
beiden Gleichungen identiſch werden, wenn man in ihnen a ſtatt 
x und gleichzeitig b und B ftatt bezüglich y und Dy, ſubſtituirt. 
Aus den dadurch entftehenden beiden Gleichungen Fann man 
nun aber die beiden Eonftanten c und c! fo beftimmen, wie fie 
ſcyn müſſen, damit diefen letztern Bedingungen genügt werde. 


Sechötes Kapitel. 





Von der integration der Sleichungen zwifchen brei und mehr 
Veränderlihen, fowohl der totalen als auch der Partial⸗ 
Sleichungen*). 


Erfter Abſchnitt. 


. Integration der totalen Gleichungen mit brei Veranderlichen. 
. 48. ‚ 


I. Wir haben bereitd im $. 36. II.) gefehen, baß bie 
Gleichung | 

1) P-d2.+-0Q-dy.+-R-dz, = 0 **), 
wo P, Q und R gegebene Funktionen von x, y und z find, 
nur dann integrabel ift, wenn die drei Bedingungs- Gleichungen 

öP,—=280,; 2Q,=ÖR, und OR,—8P, 

erfüllt find. Sind fie nun nicht erfüllt, fo Fann man (nach 
$. 40. 11.) den integrirenden Faktor u aus den drei Gleichungen 

2) d(uP y= ud); ud), = (uR), 

und d(uR), = duP), 

beftimmen. Diefe drei Gleichungen nehmen aber die Form an 





*) Diefes Kapitel kann bei'm erſten Leſen Diefes Buches überfchlagen werben. 


“) Sind x, y, z ald Funktionen von t gedacht, fo eriftiren drei @lei- 
chungen swifchen x, y, z und t. — Eliminirt man dann t aus diefen drei 
Gleichungen, fo bleiben zwei Gleichungen zwiſchen x, y und z; folglich 
Tann man dann auch y und z als Funktionen von x anfehen. Dividirt 
man daher die obige Gleichung 1.) durch dx,, fo erhält man 


P-FQ-3y,+R-dz, = 0. 
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u(8P,—80,) + P-du,—Q-du, = 0 

3) (80, — OR,) +Q-du—R. du, —0 

u-(aR, — 8P,)-R-du,—P-du, =0, 
Multiplicirt man die erftere dieſer Gleichungen mit R, die an- 
dere mit P, die dritte mit Q, und addirt man alle drei Glei- 
chungen, fo Fann man dag Nefultat durch m wegdividiren und 


man erhält 


(©) R&P,—80,)-4-Q(OR,--8P,)+-P(8Q,—8R,) = 0. 
Dies ift eine Bedingungs⸗ Gleichung, welche erfüllt feyn muß, 
wenn die Gleihung 1.) einen integrirenden Faktor fol haben 
Fönnen, d. h. wenn eine Ur-Gleichung zwiſchen x, y und z 
fol cxiſtiren Eönnen, welche der gegebenen 1.) genügt. 

U. Diefelbe Bedingungs» Sleihung erhält man aber auch 


auf folgendem Wege: 


Exiſtirt eine ſolche Gleichung zmifchen x, y und z, ſo iſt 
2 — 2,3, alſo, wenn man x um dx, und y um dy wachſen 
läßt, und wenn dann z.um dz mwächft, 

4) dz — d2,-dx-+dz,:dy. 
Auf der andern Seite giebt die Gleichung 1.), wenn. man ſich 
dieſe Zuwachſe dadurch entſtanden denkt, daß t um dt wächſt 


5) P-dx-+Q-dy-H-R-dz = (0 
oo __? Q 
oder da=— de ndy. 


Vergleicht man diefe beiden Gleichungen 4.) und 5.) mit ein⸗ 


ander, fo folgt 


6) ,=— 1 und 2,=—N. 


Eliminirt man aber num aus diefen beiden Gleichungen die Ab⸗ 
leitungen des Veränderlichen z, dadurch daß man Die erftere 
nach y, die andere nach x differenzüirt und dann Die beiden 
Ausdrücke fir D'!z,, einander gleich feßt,_fo erhält man 


nA. 
oder 
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R.8P„—P-öR,—=R-8Qu—Q-dR., . 
welche Gleichung identifch feyn muß, fo oft man ſtatt = dk 
. Zunktion z,,, ſubſtituirt; fo DB... 
BP = OP, HOP, -dı, = OB, — BP, 2, 
OR) =OR,-FOR,-d2, =OR,—BR,- 2; 
ferner 


90. = 90-80. 82, = 80, —80.- J. 


OR.) = 8R, HÖR, -dz, = OR, — BR, 


wird. Gubftituirt man aber Died in 7.), fo erhält man bie |. 
Gleihung ©.) wieder. 


IH. Man Braucht aber auch nicht einmal Differentie | 
: fien, d. h. unendlich-Eleine Zuwachſe zususichen, um zu dieſct 
Iegtern Rechnung zu gelangen. — Eriffirt nämlich nur eine 
Gleichung zwiſchen x, y und 2, fo Fann man daraus zwar 
z=2,, finden, und x und y bleiben von einander ganz un | 
abhängig; allein man kann dann x und y doch noch als Funk 
tionen von t denken, aber als völlig unbeſtimmte, beliebige, von 
einander unabhängige, fo daß auch dx, und dy. völlig von ein⸗ 
ander unabhängig und völig wilkührlich bleiben, während az 
durch die Gleichung 1.) mit öy, und dx, zuſammenhängt. Dann 
hat man aus z=z,, 


4!) du. = Dz, -dx,-}-0z, -Oyı (ſtatt der 4.) 
und zugleich 





P 
51) 9. = — On — 2. -dye (ſtatt der 5.). 
Und eden weil nun dieſe beiden Ausdrücke für dz,, einander 
gleich feyn müflen, für ganz beliebige und von einander unab- 
bängige Zunktionen von t, die flatt x und y nur immer gefeßt 
werden mögen, fo finden nothgebrungen bie Gleichungen 6.) 


— 
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und dann auch 7.) flatt, und fo gelangt man alſo fogleich wie⸗ 
der zur Bedingungs-Skeihung O.). 

IV. Iſt aber die Bedingungs⸗Gleichung O.) erfüllt, ſo 
findet man den Faktor u aus zweien der Gleichungen 3.), oder 
man integrirt auch fogleich nach folgender Methode. 

Man ſucht zuerſt den integrirenden Faktor u für bie 


Sunftion 
P-dx,--Q-5y. 

indem man fich z als conftant denkt, und beſtimmt 

8) SP-dx-+uQ.3y)-dt=U, 
wo U nun eine befannte Funktion von x und y ift, die auch 
noch z enthält, während Z die willkührliche unbeftimmte Con⸗ 
flante vorſtellen fol, welche zu diefem Sintegral U noch hinzu 
teitt und welche weder x noch y enthalten. kann, welche daher 
bloß als eine Funktion von z allein angefehen werden darf. 
Man fucht nun Z ſo, daß 

9 U+2=0 0 
die geſuchte Integral⸗Gleichung der 1.) iſt. Zu dem Ende dif⸗ 
ferenziirt man legtere und erhält 
10  3U,-d%--8U,-dy.-+-(8U,-+-82,).d2, = 0, 

während aus 8.) 

8U,=uP und SU, —uQ 

hervorgeht, fo daß die Gleichung 10.) fo wird: 

11)  »P-dx--uQ-dy--(U,-+-82,)-d2, = 0. 
Da nun biefe Gleichung mit der 1.) zufammenfallen fol, fo muß 

U, +82Z,=uR oder 82, —=uR— AU, 

werben, fo daß man noch 

19) Z = [(uR—BU,).dz 
erhält, während aus uR— DU, alle x von felbft herausfallen 
wären, fobald man ftatt y feinen aus 9.) genommenen Werth 
ſubſtituirt. Kann man mın bemweifen, daß dieſes allemal ber 
Ball iſt Fo oft fich die Bedingungd- Gleichung ©.) erfüllt ſieht, 
fo iR das fo eben beichriebene Verfahren zulälfig- z 
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Damit aber in «aR— DU, Fein x mehr enthalten ſey, muß 
13) XuR— U) ,=0, 
d. h. KuR), a), dy, —d-U, DU, ‚7,0 
fen, während dy, aus KU+Z,=0, dh. us 
OU, FU, -dy, =0 \ 
entnonmen werden muß. Dadurch geht nun dieſe Bedingungs⸗Gleichung 3.) 
über in 
14) (O), U, „).9U,— (AuR), — OU, )-dU,=0, 
Nun ift aber 
oaU,=uP und OU, =u0, 
alfo U, ,= O(uP), und dl, „= AuQ),- 
Subfituirt man alfo diefe Werthe in die Gleichung 14.), fo erhält man 
[duR), —%aP),]-Q — [AuR), — 9uQ),])- P=0 
d. h. wenn man aP, uQ, uR als Produfte differenziirt und aufhebt, 

15) LuöR, —DP,)-HR-du,]-Q— [e(OR, —2Q,)+R-8u,]-P=0, 
Werl aber m ein integrirender Faktor geweſen if von P-Ox,--F-dy,, fü 
genügt er (nad) $. 40. IE.) der Bedingungs- Gleichung 

16) utöP, —8Q,)-+P . On, — Q-du, =0. 

Eliminirt man aber nun aus beiden Gleichungen 15.) und 16.) du, (de 
durch daß man die 16.) mit R multiplieirt und zur 15. addirt), fo fom # 
man die entfiehende Gleichung durch „ dividiren, und fie geht dann im die 
Bedingungs-Gleihung O.) über. Die Bedingungs-Gleihung ©.) if 
daher Feine andere als die 13.), welches zu ermeifen war. 

Iſt alſo Z aus 12.) und U aus 8.) gefunden, fo ift die 


Gleichung 9.) das Integral der Gleichung 1.). 


$. 49. 


Iſt die Bedingungs⸗Gleichung ©.) des $. 48.) nicht er 
füllt, — eriftirt alfo nicht eine einzige Gleichung zwifchen x, y 
und z, welche als Integral der Gleichung 

1) P-8x,-+0Q-dy:-+-R 82, = 0 
angefehen werden kann, fo darf man nur zwiſchen x, y, z noch 
irgend eine zweite beliebige Differential» oder Ur⸗Gleichung ans 
nehmen, um zwei Gleichungen zu haben, aus denen man dann 
nach dem Verfahren des $. 43.) y und z in x ausgedrückt fins 
den kann. Das Problem gehört alfo dann zu den unbeſtimm⸗ 
ten, und fchließt fich an dasjenige der gemeinen Algebra an, 


&50. Integr. d. Glgn. mit drei u. mehr Weränd. 207 


wo eine einzige Gleichung zwiſchen mehr als einen Unbekannten 
gegeben ſeyn ſollte. 

Die Rechnung IV. des $. 48.) läßt aber augenblicklich 
hen, dag wenn man u und U genau fo wie in $. 48. IV.) 
ſudet, und ſtatt — Z eine völlig belichige Funktion ꝙ, feit, 

die beiden Gleichungen 

U,.= — 
2 DU, —uR = 3 
h Verbindung, d. 5. als zwei Gleichungen zwifchen den Brei 
ekannten x, y und z, der Gleichung 1.) allemal genügen, 
während 2, eine ganz wilführliche Funktion von z bleibt, fo- 
bald nur’ a irgend einer der integrirenden Faktoren‘ von 
P.öx:-+-Q-dyı iſt. 

Diele: Sleigungen 2.) enthalten zwar nicht. alle Auflöſun⸗ 
gen, welche bie unbeftimmte Aufgabe zuläßt, dagegen, wegen ber 
Willkührlichkeit der Funktion p,, doch eine unendliche Menge 
verfchiedener Auflöfungen nach ben unendlich vielen verfchiebe 
nen Formen, welche dem m, gegeben werden Tünsen, — Sehr 
ausführliches hierüber findet man im Soſtem d. Mathemat.“ 
Th. VI. 


Zweiter Abſchnitt. 
Integration der Vartial⸗ Gleichungen. 


$. 50. ur 

integration der Iineären Partial- Gleichungen der erfien- Ordnung. Br 

Menn eine DifferentialsGleichung zwiſchen drei Veränder⸗ 
lihen x, y und z, außer dieien DBeränderlichen bloß noch Ab⸗ 
leitungen von z nach x allein enthält, fo iſt folche nicht als 
eine Partial-GSleichung anzufehen, fondern als eine totale Difs 
ferential-&leihung zwiſchen den beiden Verändetlichen x und 
z, die auch noch einen conflanten Parameter y enthält, gerade 
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fo wie fie noch mehrere folche conftante Parameter a, b, c, 
etc. etc. enthalten kann. 
Unter ben einfachften Partials Gleichungen dagegen Pr | 
die lincäre 
1) Ä P.d2,+0-d2,—=R Ä 
oben an, wo P, Q und R gegebene Funktionen von x, y und 
z find. — Ihr Integral wird nach folgenden von Lagrange 
gegebenen praftifchen Regeln gefunden. 
Man integrirt nämlich die beiden r totalen Sleichungen 
x: d t 
2) P=7% = RK | 
swifchen den. drei Beränderlichen x, y und z (nach $. 43) 
indem man alle drei als Funktionen eines vierten t, oder, was 
daſſelbe ift, indem man zwei berfelben als Funktionen des brik 
ten anfieht. :Die beiden Integral: Gleichungen zwiſchen x, y { 
und z, welche man dadurch ‚erhält und melche zwei willlühr⸗ 
liche Conftanten c und c! in fich aufnehmen, töf man u) Ä 
letzteren algebraifch auf, fo daß man 
3) c=fh,,. md 4 dep | 
erhält, wo alſo f und p beftimmte und bekannte Sunktione |. 
von x, y und z find. Zulegt nimmt man 
5) I, p=0 oder 6) f=F,, 
wo TI eine gang wilführliche unbeſtimmte Funktion von f und 
o, oder wo F eine ganz willführliche unbeftimmte Sunftion von. |- 
p vorſtellt; — und dieſe Gleihung 5.) oder 6.) ift dag ge F 
fuchte Sintegral der gegebenen Iineären Partials&leichung 1.). 
Differenzüirt man nämlich f=F, fowohl nad x, als 
auch nach y, fo erhält man 
7— 6, -TOf.-02, — dFo- (dp, dp, -dr,) 
und 
8) öf,-H-öf,-d2, = dF-(dp,+-89,:2z,), 
und eliminirt man nachgehends aus allen drei Gleichungen 
6.—8.) ſowohl Fr als auch OF,, d. h. aus den beiden Gleis 
chungen 7.) und 8.), welche bereits F nicht mehr: enthalten, 
noch 
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ch DF,, fo erhält man genau Die gegebene Iineäre Partial⸗ 
Sfeichung 1.) wieder; deshalb wird bie Steigung 6). 
‚ag Integral ber 1.) genannt. 


Zu diefem Verfahren gelangt man aber mittelt folgender Schlüfe: 
Wird namilich das geſuchte Integral der Gleichung 1.) durh 

9) | 1.0 

sorgefellt, fo muß, wenn man aus 
dU.,=0, dp. Ort, For, -dz, = 0 
und | 
IL, d. h. OIL, Öl, .d2,=0 

die Ableitungen Bz, und de, findet, und dieſe Werthe in die 1.) mbRituin, 
nothwendig eine identifche Gleichung, nämlich 

10) P.ör,-+Q-dr, +R-ön, = 0 
entſtehen. Die geſuchte Zunktion IT, ,. bat alfo die Eigenfihaft, daß. fie 
die Gleichung 10.) identiſch macht (nach x allein, nach y allein, und nach 
z allein d. 5.) während x, y, z ald von einander ganz unabhängig angefes 
den werden. Und umgelehrt: jede Funktion Iı, „ „, Welche die Gleichung 10.) 
wuf diefe Weiſe identiſch macht, Liefert eine Gleichung TT=0,, welche ein, 
her Partial⸗ Gleichung genügender Werth ſeyn muß, welche alfo eben fo gut 
ein befonderes, als das allgemeine integral der gegebenen Partials 
Gleichung 1.) feyn kann. Man hat aber, fobald man fih x, y, x als 
Imttionen von t denkt, | 

11) , O,=on,-dx+ Ort, -dy,-t-Bil,-dz,. 
Eliminirt man nun aus den Bleichungen 10.) und 11.) einen ber drei ges 
Meinfchaftlichen Koeffcienten OL, ‚On, oder Di,, 4. B. den legteren, fo er⸗ 
hilt man: Ä 

12) R-du,= (R-&%,—P-B2,)-drt,HR-dy,— Q-d2,)>Dir, 
weiche Gleichung nun ftatt der 10.) flieht, und melcher daher genügt wer⸗ 
ben muß. Dieſer Gleichung 12.) wird aber offenbar am allgemeinſten ge⸗ 
nügt, wenn man x, y, = als ſolche Funktionen von t fich denkt, welche 
bie Koefficienten von dır, und dri, einzeln ber Null gleich, melche alfo 

R-dx,— P-d2,—0 und R.dy,—0:08,=0, 
öx, Om, or _ ö2, 

machen, und wenn zulegt flatt ıı eine folche Funktion von x, y, 2 gejekt 
wird, daß man noch Orı,==0 erhält, fo oft man flatt x, y, x die Funk⸗ 
tionen yon t fert, welche diefen beiden Gleichungen genügen. Dielen lets 
tem Zweck erreicht aber das oben gegebene Verfahren, wenn man Tr,., flatt 
Ry. fest, weil nach ſelbigem bie gedachten Funktionen x, y, x von t, bie 

3b. II. | 1A | 
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Ausdrücke Ef und p in Conſtanten (nach t) verwandeln, fo daß ba 
ÖL, pn), nothwendig der Null gleich wird. 
Beifpiel. Es fey zu integriren die Partial- Gleichung 
19 x·de, 4) dꝛ2, ⸗ næ. 
Man Integrirt alfo zuerſt die beiden eotalen Bleichungen 


d. h. 
ö . dz 
5 U RM 
x y x 2 
und erhält 
4)  y„-x m cx=z, 
folglich 
69 c=I m e=.ı. 
x x” 
Man nimmt alfo 
—,/ _ 
6) 9>=7 und f= == 
und hat dann als gefuchtes Integral 
. 2 "In 
77 a=F.. oder 2x F,..”) 


wo F eine gang willkührliche Zunftion von Z vorſtellt. 


* Setzt man alſo ſtatt F,.x nach und nach a7, oder al+p! 


I _ Y_pX y_,x 
oder sin oder Jogy—logx oder az ba» oder au b7 
etc. etc., fo erhält man nach und nad) die befonderen Integrale 

ax iy; 2 — ax" 1y--bx®2y2; 

z—_ x".sin I; e == x"(logy— logx); 


i n+1 +v 
ı= any tax; rı= ae — 





u. ſ. w. f. — Jedes dieſer befondern Integrale hat aber die Eigenſchi 
daß wenn man ſolches nach x und nach y differenziirt, und dann aus al 
drei ©leichungen z, ®z, und dz, findet, folche Werthe aber in die Gl 
hung 1°.) fubftituirt, letztere identifdh 0=0 win. 
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Anmerkung Wollte man die lineäre Partials Gleichung 
P-du,-+-Q-du,+-R-du, = 8 
zwifchen den vier Veränberlichen x, y, z und u integriren, wo 
P, Q, R und S gegebene Funktionen von x, y, z und u vor 
ftellen, fo würde man tie folgt verfahren: 
Man integrirt Die drei totalen Differential» Gleichungen 


Gem en — nn —— ⏑D⏑ — 
— — — GE — 


und erhält drei Ur⸗Gleichungen zwiſchen x,-y, z und u und 
noch drei willkührlichen Eonflanten c, c! und cH. Diefe Ic 
tern drei Gleichungen Töft man nun nach dieſen Conftanten c, 
ec’, cl auf, fo daß man erhält 
hy If und Nana 
Hernad) nimmt man 
ILow=0 oder f=F,»; 

wo II eine gang willführliche Funktion von f, p und Y, oder 
wo F eine gang willführliche Funktion von p und w iſt, und, 
diefe Gleichung ift das allgemeine Integral der gegebenen Par⸗ 
tial⸗Differential⸗Gleichung. 

Enblich iſt es leicht, dies Verfahren auf lineäre Partial⸗ 
Gleichungen ber erſten Ordnung zwiſchen beliebig viel Verän⸗ 
derlichen auszudehnen. 


§. 51. | 
Integratldn der nicht lineären Partial⸗Gleichungen der erfien Ordnung. 

Es ift dem Lagrange auch gelungen die Integration ber 
nicht lineären Partials&leichungen der erſten Ordnung auf die 
der Iineären zurückzuführen. 

Iſt nämlich die beliebige Partial- Gleichung der erften Ord⸗ 
nung zwiſchen drei Veränderlichen 

1) F y,2,dz, ‚DZ, —=0 
it integriren, fo führt man zwei neue Beränberlige pundg 
mittelft der Gleichungen 
1&* 
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2) %7, =p und Öz,. =gq 
ein, fo daß die gegebene Gleichung 1.) übergeht in 
3) Fonuna = 0; 


und man hat nun p und q als ſolche Zunktionen von x, y 
und z, zu gleicher Zeit aber z als eine folche Funktion von x 
und y zu fuchen, daß den drei Gleichungen 2.) und 3.) am 
allgemeinften ein Genüge gefchieht. Findet man aber aus der . 
Gleichung 3.) q in x, * 2 z und p ausgedrückt, alfo 

) qæ, y, p 
ſo iſt dieſer Gleichung 3.) 54 ſobald man nur überall unter 
q diefe Funktion q..nyp vorgeſtellt ſich denkt. — Es bleibt 
daher jetzt nur noch, unter dieſer letztern Vorausſetzung 
den Gleichungen 2.), d. h. wenn man x, y und z als Funk‘ 
tionen von t ſich denkt, der einzigen totalen Differential» Gleichung 

5) 94 — pP 9&— Gu,y,,pOyı = 0 
zu genügen -übrig *), d. 5. man darf jetzt nur noch die totale 
Gleichung 5.) integriven, dabei aber ftatt p eine gang beliebige. 
Sunftion von x, y und z fegen, welche jeboch Die Gleichung 
5.) integrabel macht, d. h. welche der Bedingungs- Gleichung 
der Sintegrabilität ($. 48. I. ©.) genügt, nämlich der Skichung 
- 6) dp, —dg +4 -pı—P-dg = 0. Ä 
Nun ift aber (nad) A.) j 

7) dga = dg:+dq,-dpı und dguy = dg.+tdg,-dp; | 
und teil q durch die Gleichung 3.) gegeben ift, ſolche Gleis | 
hung 3.) alfo identifch wird, wenn man flat q die Funktion | 


maul" . 





”) Denkt man fich nämlich x, y, z als Funktionen von t, fo if alle 

mal, wenn z die gefuchte Funktion von x und y vorſtellt, 
02, = dz,-dx,}-dz, -dy,, 

vb . 02, —p-dx, -Fg-dy, 
oder 352. p.dx. —gq-öy=0, 
und das Integral dieſer totalen und integrablen Differential⸗Gleichung giebt 
wicder die Ur» Gleichung zwiſchen x, y und z, welche die gefuchte Zunk 
tion z von x und y liefert. 


f 
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Gx,y,2,p ſubſtituirt fich denkt, fo giebt fie noch, wenn man fie 
nad) ‚allem Mn nad) allem z, und nach allem p differenzürt: 
5) AF,-HöF, -dg—=0, öF,—-öF,-dgq, = 0 
unb öF,—+öF,-ödq, = 0. 


Daburch geht aber bie Gleichung 6.), in fo fern man flatt 


dg..) und Ay.) ihre Werthe aus 7.) und dann ftaft dq,, dq, 
und dq, ihre Werthe aus 8.) fubftituirt, über in 
> OF,-dp,-8F,:8p.+(g-8F,+-p-öF,)-öp, 
—= —(öF,+p-ÖF,), 
wo man ſich unter q die in 4.) gefundene Funktion Gu,y,np 


4m denken bat. | 


Man bat daher nun. ber lineären Gleichung 9.) nach 


- $. 50.) zu genügen, dann q aus 4.) dazu zu finden, — beide 


in x, y und 2 ausgedrüdt, — dann aber dieſe Werthe in bie 
totale Differential: Sleichung 

10) dat — p-dIu— Ay =0, 
Ratt p und q zu fubflituiren und letztere nach Anleitung des 


vorhergehenden Abſchnittes zu integriren und man bat die ges 


füchte Ur⸗Integral⸗Gleichung zwifchen x, y und z, welche bet 


. gegebenen Partial- Gleichung zukommt. 


Sindet man nur ein befonderes Integral der Sleichung 9.), 
fo erhält man auch nur ein befondered Integral aus 10.) für 
die Sleihung 1.). — Findet man aber das allgemeinfte Inte⸗ 
gral der Gleichung 9.), fo erhält man aus 10.) auch das alk 
gemeinfte Integral der Gleichung 1.). Weil aber dann p und 


 q äne willührliche Funktion von einer beftimmten Funktion 


— — — — — ——— 


von x, y und z in fich aufnehmen ‚ fo erfordert das Integri⸗ 
ren ber totalen Differential: &leichung 10.) dann noch befondere 
Umformungen, wegen welcher wir auf das „Spftem der Mas 
thematit" Th. VII $. 436 seqq. verweilen müffen. 
Anmerfung 1. Man hat biefe Methode des Lagrange 
lange vergebens auf Gleichungen zwiſchen vier ober mehr Ver⸗ 
änderlichen zu erweitern gefucht, bis es endlich den Jacobi 
gelungen iſt, dieſe Erweiterung in fo fern durchzufegen, als er 
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folche von einer andern durch Pfaff gegebenen Methode abs 
hängig machte. Sn dem Mm Spfiem der Mathematik Th. va 
$. 439. seqq.“ findet man neben dem Verfahren des Jacobi 
auch noch die ganz unabhängige Erweiterung dieſer Methode, 
welche jedoch im Wefentlichen mit ber bed Jacobi zufammen I 
fällt und nur zulegt von ihr abweicht, fo daß fie vermöge Wie | 
fer Abweichung felbftftändig wird. | 

Anmerkung 2. Für befondere Fälle bat man auch be 
fondere Methoden aufgefunden. 





Iſt z. B., wenn 
1) öz,=p md dz,=gq 
gefegt wird, die gegebene Partial-Sleichung auf bie Form 
2) Fr 


zu bringen, fo fege man jede diefer. beiden gleichen Funktionen | 
einem neuen Deränderlichen w gleich, und finde aus 


3) (.„.=w wm EF,=w 
gunächft ’ 
4) P=9M" und g= dm 


Sind nun x und y als mwillführliche von einander gang unab⸗ 
hängige Funktionen von t gedacht, fo find auch 2, p, q und 
w (Coon diefen erftern abhängige) Funktionen von t, dergeftalt, 
daß man hat (aus du — dz,-dx.-}-äz,-dyı) 
5) 04 = Prw 9: Yu, Öyı 
Sindet man nun, indem man w als conflant anfieht, 
6) JS Px,w’ .d«=P zw und Sf Yyw dy= = Q,,w 
fo ift, wenn jegt w auch als Funktion von t angefehen wird, 
OP —dP,- -Oxı-t-OP, Aw, 


alfo | 
7) Pu 0%: = OP, · Ox. = 8 Pu — BP, -Awı; 
und . 
107 — O0), . x 8Q, . Ow,, 
alfo 
8 Yun" &yı = 8Q,-dyı = 8Qn— Qu dw 


Die Gleichung 5.) geht dadurch über in 


2 
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Seh 9) 84 = 8Poy-+8Qu— (Pr +2Q)-dw, 
% wind SP, und 8Q, auch noch bezüglich x und y enthalten, 
S heiche ebenfalls als Sunktionen von t gedacht worden find, fo 
bel, wenn man (BP„--2Q,)-dw, nach allem t integriren 
Mlte, man nicht P--Q erhalten würde, wie dies der Kal 
x fee müßte, wenn SP, kein x, und 8Q, kein y mehr enthielte. 
Seat man aber 

10) öP„—+-28Q, = BI, 
indem man fich unter N., alfo auch unter OT, eine ganz belie 
bige Sunftion von w allein denkt, die weder x noch y noch = 
enthält, fo kann man von der Gleichung 9.) links und rechts 
das integral nach allem t nehmen, und man erhält dann 

11) =  z=P+Q—ı,. ' 
Denkt man fich nun TI gang mwillführlich, und. dann. aus. den: 
- Sleichungen 10.) und 11.) den Veränderlichen w eliminirt, fo 
bat man bie Gleichung zwifchen x, y und z, welche auch noch 
eine willkührliche Funktion II enthält, und welche als das Ins 
tegral ber Gleichung 2.) angefehen werden kann *). 

Anmerkung 3. ft, um ein zweites Beilpiel zu geben, 

die zu integrisende Partial⸗Gleichung noch einfacher, näm⸗ 

lich bloß | 
1) _ .,=0 sh p=p 








} . 

*) Sind x, y und 2 rechtwinkliche Koordinaten-Werthe Im Raume, 

ſo ſtellt die Gleichung 11.) nach den verfchiebenen Werthen von w eine 
Meihe son Zlächen vor, von denen je zwei unendlich wenig verfchieden find; 
und da die Gleichung 10.) nichts weiter iſt als das, was aus der 11.) ſich 
ergiebt, wenn man fie nach dem Parameter w differenzürt, fo drücken bie 
Sleichungen 10.) und 11.) in Verbindung, wenn w eliminirt wird, die 
Einhüllungs-Släche aller der Flächen 11.) aus (nad) J. Bd. 6. 186.). 
— uUnd da in 11.) die Funktion Lı jede beliebige it, fo drücken Die Gleis 
chungen 10.) und 11.) in Verbindung unendlich viele folche Einhüllungs⸗ 
Flächen aus, welche alle der gegebenen Partial«Gleihung I, —=F,, av 
gehören; d. h. letztere Gleichung drückt eine Eigenfchaft aus, welche allen 
diefen ımendlich vielen Einhüllungs- Flächen gemein if. 
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9) d2,=p und dz,=q 
vorausgefeßt wird, fo hat man zu integriren bie totale Die 
rential» Gleichung 
3) 82, = p.-dx-Fg-Oye 
Nimmt man nun links und rechts die Sintegrale nach .allem t, Ti 
und integrirt man rechts beide Glieder theilweife Cd. h. wendet 
man die Formel $. 4. N. 3.) an, fo erhält man 
4) 2= pgX+gy—/@&-dpı+y)-dgq,.dt, 
Nimmt man daher die beiden Gleichungen 
5) z=p xtgq y—Ih 
0=x-.dp,--y—Oll, 
In denen TI, eine gang willführliche Funktion vorſtellt, und di 
minirt man q aus ihnen, fo erhält man das verlangte Integral 
der Gleichung 1.) 


$. 52. 

Allgemeine Betrachtungen über die Partial⸗Gleichungen der erſten Orbnung. 

1) Während die totale Differential» Gleichung ber erſten 
Ordnung bei ihrer Integration eine willkührliche Conſtante 
einführt, nimmt dag allgemeine Integral einer Partial le 
chung ber erfien Ordnung zwiſchen x, y und z, allemal eine 
willführliche Sunftion TI, von © auf, wobei w eine 
beftimmte und aus ber gegebenen Partial:Gleihung felbft zu 
findende Funktion von x, y und z vorſtellt. — Ä 

In der That, wenn man eine Gleichung 





1) f2,y,2,I1. =0 

nach x und nach y bifferenzürt, fo erhält nien 
2) öf, Of, -dz, + fr OT, (dcr, -+Oo, -d2,)—=0 
3) öf,+f, dz, + öfjg-Bllo- (do, -+do, -dz,)=0. 


Aus diefen drei Gleichungen, da ©, alſo aud) do,, Do, und du, befannte 
Funktionen von x, y und z find, Fann man die beiden willführlichen Aus⸗ 
drücke 110 und dır,, eliminiren, und man wird eine Gleichung bloß zwiſchen 
x, y, 3. da, und de, erhalten, welche von TI. feine Spur mehr bat, und. 
welche die gegebene Yartials Gleichung ber erfien Ordnung ſeyn muß, won 
welcher die Gleichung 1.) das allgemeine Ur⸗Integral if. 


* 
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Das allgemeine Integral ber Partial⸗Gleichung der erſten 
Drdnung zwiſchen vier Veränderlichen x, y, z, t nimmt dage⸗ 
gen eine wilkührliche Funktion ITo,or in fih auf, während w 
und « beftimmte Funktionen von x, y und z vorſtellen. — 
uf m. f. 


2) Sin dem allgemeinen Integral einer Partial: Gleis 
hung zwiſchen drei DVeränderlichen ſtecken alle befonderen, 
und biefe letzteren können beliebig viele willkührliche Conftanten 

in fih aufnehmen, in fo fern man flatt II einen Ausdruck 
. fegen kann, der neben ber beftimmten Funktion o (von x, y 
und 2) noch beliebig viele Conſtanten in fich aufnimmt — 
Lagrange hat unter ben befonderen Integralen dasjenige her⸗ 
vorgehoben, welches zwei willkührliche Eonftanten enthält, fol 
ches ein vollſtänbiges Integral genannt und gezeigt, wie aus 


felbigem das allgemeine Integral wiederum gefunden wer⸗ 
den könne. 


Iſt nämlich %y..,n 0 bas vollſtändige Integral, ſo 
ſetzt er ſtatt eine ganz willkührliche Funktion II, ſtatt a aber 
o felbft, und eliminirt dann aus 
you, = 0 und By =0 d.h. dn-t-Afjr- N = 0 
" den Parameter o; und hat dann bag allgemeine Integral. 


3) Zu diefen Arbeiten des Lagrange haben wir noch bie 
merkwürdige Thatfache hinzugefügt (Spft. d. Mathem. Th. V. 
Kap. XUL), dag man fchon aus einem befonderen integral, 
welches nur eine einzige mwilführliche Conftante a enthält, 
und welches wir ein ausreichen des genannt haben, das all 
gemeine Integral finden könne. — Man fegt nämlich in dem 
ausreichenden Integral 

mal 
ſtatt a eine wilführliche Funktion II» und man bat das allge 
meine Integral, fobald «8 noch gelingt & zu finden. Um aber 
o zu finden, fegt man in K,..=0 bloß » flatt a, fo daß 
man erhält 
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20 =0 | 
und efiminirt aus biefer Gleichung und aus beren: beiden erfie | 
Ableitungs » Gleichungen 

öf,-+-8f,-d2,-1-8f0(d0, + 80,-82,)— 0 

öf,+8f,-d2,4-dlo- (do, +80,-02,)=0, 
fowohl da, ald auch dz, und es bleibt eine Gleichung übrig 
zioifchen x, y, 2, o, da,, dw, und dw,, welche, da ihr 
= const. genügt, allemal in eine lincöre verwandelt 
und daher nach $. 50.) integrirt werden kann, wäh 
rend man ihr Integral nicht einmal braucht, fondern 
nur irgend einen ihr genügenden Werth ſtatt o neh⸗ 
men kaun, ber weder eine willkührliche Funktion noch eine |. 
willkührliche Conftante in fich aufzunehmen braucht. Diefen 
Iegtern findet man aber in den meiften Fällen verfuchsmweih L 
am ſchnellſten. | 

4) In den Anwendungen erft Taffen fich die willkührlichn kr 

Sunftionen, welche die Integration einführt, nach den verfchie Fi 
denen Nebenbedingungen der Aufgabe näher beftimmen, und kann 
ſolches in der Integral⸗Rechnung felber nicht gefchehen. 


$. 53. 

Einiges über Integration der Partial⸗Gleichungen der zweiten Ordnung. 

Da jede totale Differential: Sleichung der zweiten Orb⸗ 
nung zunächft ein erftes Integral mit einer willkührlichen Con 
ftante, und dieſes, als Differential-Sleichung der erfien Ord. 
nung, wiederum ein Integral mit einer zweiten willkührlichen 
Conftante hat, fo Fünnte man analoges auch von den Partial 
Gleichungen ber zweiten Ordnung vermuthen. Man könnte alfo 
glauben, daß eine Partial- Gleichung der zweiten Ordnung zwi⸗ 
fhen x, y und z allemal ein erſtes integral mit einer will⸗ 
tührlichen Zunftion ,, zulaffe, welches jedoch, als Partial⸗ 
Gleichung der erfien Ordnung, abermals integrirt werden kann 
und dann noch eine millkührliche Yunktion .. einführt. — 





5.53. L Integr. d. Sign. mit drei u. mehr Veraͤnd. 219 


Wie häufig aber bieſe Vermuthung in Einzelfällen ſich gerecht⸗ 
fertigt ſehen mag, ſo iſt ſie doch im Allgemeinen falſch. J 

J. Zuerſt wollen wir zeigen, daß nicht jede Partials Gleis 
ehe F=0 der zweiten Ordnung zmwifchen drei Veränderlichen 
ein erſtes Integral hat, obgleich von jeder ein Ur⸗Integral 
exiſtirt. Eriftirte nämlich ein erſtes Integral v von ıF= 0, und 
wwäre ſolches 

Wornnpg 0, wo d2. p und &, =q 

gelebt worden ift, fo enthielte SW. =0 die Ableitung dp. 
dh. 8°z, und noch die Ableitung dq, d. h. 8"'z,,; wäh⸗ 
‚md 8W.,—= 0 fowohl 8"!z,, als auch 8°z, enthalten würde. 
Soll nun aus F=0, W=0, 8W ,=0 und OW„=0, 
badurch dag man 822,, driz,, nnd B?z, eliminirt, eine iden⸗ 
fifche Gleichung hervorgehen Eönnen, fo muß, wenn aus F= 0, 
8BW.,=0 und 8W,,=0 die beiden Ausdrücke 8*z, und 
8°z, eliminirt werden, aus der entftehenden Eliminations⸗Glei⸗ 
ung bie Ableitung 8"'2,,, die mir durch s bezeichnen, von 
ſelbſt herausfallen, weil fie in 'W==0 ohnedies nicht vorkommt. 

Nimmt nun die Eliminations: Gleichung im Allgemeinen 


bie Form 
A-+B: s-+-C- +... ⸗ 
on, ſo muß A=0, B=0, c=0, un etc. feyn, wenn 
ein ſolches erfied Integral W=0 von F=0 fol eriftiren 
Binnen. — Diefe Sleichungen A=0, B=0, C=0, etc.etc. 
find alfo die Bedingungss Gleichungen der Eriftenz 
eines erfien Integrals, und diefe kann man zur Auffins 
dung dieſes erfien Jutegrals ſelbſt wieder benugen. (S. Syſt. 
d. Mathem. Th. V. $. 322.) 
U. Ferner würde man aus einer Ur-Gleichung W,,,. 0, 
| unb deren fünf Ableitung» Gleichungen IW = 0, DW, = 0, 
WO, 8-1 W = 0 und 8?W —0 nicht bie fe chs 
willkührlichen Funktionen p. Yo OP. dr 8° p, und 2— 
eliminiren, und fo zu einer Partials Gleichung ber zweiten Orb 
nung gelangen Eönnen. — Im Gegenteil kann das allgemeine 
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Ur⸗Integral einer Partials Gleichung ber zweiten Orbuung y 
fchen drei Veränderlichen, wenn es in gefchloffener Form «rifi 
nur biefe Form baben Ä 

_ entweber » V 
W.0, mo ober vo, 
if, während = und w! gegebene Funktionen von x, y und 
vorſtellen; weil nur banıı aus den fech® Gleichungen alles v 
den willkührlichen Funktionen abhängige eliminirt, alfo die 
gebene Partiaf-Sleichung wieber erhalten werben Tann. 


$. 54. 
Gortfegung. 

Uebrigens wollen mir bier mur.einige Beifpiele der In 
sration von Partial- Gleichungen ber zweiten Orduung (in | 
fehlofiener Form) mittheilen. 

I. St | Ä 

1) 97, + Pd =Q,, 
zu integriren, fo führt man einen neuen Veränderlichen v « 
mittelft der Gleichung 


2) 91, =; 
und die Gleichung 4.) nimmt dann die Form an: 
3) dv, P, Q 


Dieſe Gleichung kann nun als eine totale Gleichung zwiſch 
y und » (in welcher x als eine Conſtante angeſehen wird) m 
$. 40.) integrirt werden und giebt eine Gleichung zwifchen 
y, x und einer Conftante, welche auch x in fich aufnehn 
kann, und welche wie durch X begeichnen Eönnen, fo bag 
eine willkührliche Zunftion von x vorſtellt. Diefe Ießtere & 
hung giebt dann » in y, x und X ausgedrückt, nämlich 


4) re RR xʒ 
und die Sleichung 2) d. h. die Gleichung 
5) O2, = Vx, x, x 


iſt dann wiederum cine totale Differential⸗Gleichung wife 
z und x, in welcher y als conſtant angefehen werden m 
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wenn fie nach $. 40.) integrirt wird. Dann geht noch «eine 
willkührliche Eonftante ein, welche y in ſich aufnehmen Eann, 
zund welche wir daher als eine willührliche Funktion von y 
annfehen müflen. Und weil bie Gleichung A.) in diefem Bei 
Gpie sugleich allemal die Form 


v—=y,6tX 
annimmt, fo giebt die Gleichung 5.) allemal fogleich 
6) z = fv-d«+/X-d<x-+\,, 








3 während / X ˖ dx nichts weiter als eine willkührliche Sunftion 
von x iſt, Die durch X vorgeftellt feyn kann, fo daß man zus 
he Hat 
7) 2ſv· dx x--, 
X und Y zwei ganz willkührliche Funktionen die erſtere 
n x, die andere von y, vorſtellen. 

Ganz auf analoge Weije würde man die Partial» Gleichung 


tz Pry 02, = Nr 
integriren. 


1. Nehmen wir nun: sunächft Die Gleichung der mwelten 
Ordnung von der Form 

iy R-8?2,+5-8"1z, +-T-8°2,=V, 
wo R, S, T und V gegebene Funktionen von x, y, z, Oz 
und dz, vorfielen. Führt man neue Weränderlihe p und q 
mittelſt Der Gleichungen 
—0 dz,=p : md 9) 82,* 
ein; denkt man fi) x und y, alfo auch z und p und q felber 
wieder als Funktionen eined neuen Weränderlichen t; nimmt 
man dann von den Gleichungen 2.) und 3.) Die Ablctungen 
nach allem t, fo daß man erhält: 


4) d°?7,.0x,4-8"'z, dy. = Öp: 
und 
6) B042, „0x 4-d°2,-dy, = du 


findet man endlich hieraus die Werthe von B?z, und. d*z,, 


ums folche in die Gleichung 1.) zu ſubſtitniren, " geht letztere 
über in 
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6) R-dpr-öyc-t+ T-dg- dx —V · dx.· dy. 
— 8417, R· dy⸗ —S-d-dy-H-T-ön2], fi 
welche Gleichung nun durch die für z, p und q gefuchten Furk 
tionen von x und y identifch werden muß. 
Monge hat nun, im Sinne eines von ihm für Partie; 
Sleichungen der erfien Ordnung gegebenen Verfahrens (vgl. I” 
„Syſt. d. Mathem.“ Th. VII. $. 451.) dieſer Gleichung 6) E 
dadurch zu genügen gefucht, daß er jede Seite derſelben für id 
der Null gleich fett. Dies giebt ihm die beiden Gleichungen 
7) R-dy? — S-dx..dy:-+-T-d2°? = 
R-dp,-dy:-+-T-dq 9%: — V-dx-dy 0. 
Berbindet man nun damit die, vermöge der 2.) und 3.) allemal 
eriftirende Gleichung 
8) 8 — p-d& —q-dy:=0, 
fo hat man drei totale Differential Gleichungen zwiſchen deaf 
fünf Veränderlichen x, y, z, p und q. 
Sindet man nun aus der erfiern ber Gleichungen 7)— 
zunãchſt 
9 dy. = m-äx,, j 
wo m eine Funktion der fünf Veränderlichen x, y, z, p und q 
ſeyn wird, gegeben durch Die Gleichung 
10) R-m?—S:m+T=0; 
und fubftituirt man dann für Oy. den Werth m-dx, in die 
zweite der Gleichungen 7.), fo erhält man 
11) Rm-dp, +T-dg — Vm · dx. = 0. 
Die Gleichung 8.) dagegen wird, vermöge derfelben Subſtitution 
12) du. — (p-+ qm)-dx: = 0, 
fo dag an die Stelle der zu integrirenden Gleichungen 7.) und 
8.) jeßt die Gleichungen 9.—12.) getreten find. — 
Gelingt es nun aus den drei Gleichungen 9.), 11.) und 
12.) zwei integrirbare Gleichungen zu erhalten (etwa dadurch, 
daß man aus ihnen abwechſelnd den einen oder den andern der 
Veränderlichen, nebſt deſſen Ableitungen, eliminirt), aus denen 


„ii 


3 Mi 


.&. 54. IL Integr. d. Sign. mic drei m. mehr Veränd. 223 


man zwei Integrale erhält, die nach ben beiden eingehenden 
wilführlichen Conſtanten a und b aufgelöft, die Form 

13) My a md Nyon =b 
annehmen; — fo Fanı man wieder a und b als neue Verän⸗ 
derliche einführen, letztere Gleichungen nach allem t differengii; 
ren, daraus Op, und Aq, finden (in dxi, Oyı, dz, da, und 
Ob, ausgedrückt) und diefe Werthe in die Gleichung 6.) fubfti- 
firen. Diefe leßtere wird dann, weil ihr a=const. md 
.b=oons., ao da. =d&=0 bereits genügen, nothwen⸗ 
dig die Form 

A · dai. B ˖ dat · Ob. C.· db. = 

der. die Form 2 

14) öb, = w-da, 
annehmen, mo w unter anderen aud) bie Ableitung Or'z,, in 
Ah aufnimmt. Da man nun Iegtere ganz belichig nehmen 
fan, wenn nur fo, daß die Gleichung 6.) d. h. die Gleichung 
14.) integrabel wird, fo darf man nur, wenn wy, eine gang wills 
Führliche Funktion von a vorſtellt, w=dyp, nehmen, um bie 
Bleihung 6.) oder 14.) integrabel gemacht, und ihr Integral 
ſelbſt in der Form b=w, oder | 
15) N=yY, 

gefunden zu haben. — Und da m zwei Merthe bat, fo. findet 
man wmeift fogleich zwei folche Integrale. 

"Da Übrigens biefed Integral 15.) in der Negel außer x, 
y,2z auch noch p und q enthalten, folglich noch eine Differen 
. tals&leichung ber erfien Ordnung feyn wird, fo iſt folches in 
; bee Negel ein erfies integral; und die ganze Methode alfo 
nur in den Fällen anwendbar, too ein ſolches erſtes integral 

wirklich exiſtirt; und in diefem Sale Fann man, um es zu fin 
den,” die Bebingungss Gleichungen feiner Erifteng felbft noch zu 
Hilfe nehmen. Aber auch außerdem ift das hier befchricbene 
Berfahren in feltenen Fällen von Nuten, weil die Gleichungen 
2.—12,) felten fo integrabel find, daß die Gleichungen 13.) 
gefunden werden Eönnten. — Schon in dem einfachen Beifpiele 
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a-9°2,— dr, oder a-d’2,—q 
bleibt fie ohne Erfolg. 


Dan findet * auf dieſem Wege für die Partials Gleichnng 
A-8°z,+B-8°°z, C. der V· 
mo A, B, C eonflant find, und mo * V eine Funktion von xundyH, 
weil m zwei conſtante Werthe m’ und m’ erhält, die beiden Sutegrele I" 
Am’-d2,+0-d2,—m’Ü’ =g/, „ 
und 
Au’’.d2,+C-d2,— m’Ü” = g" * 
wo ꝙ und ꝙ zwei ganı wilfühelice Sunftionen von besiglih y-aı 
und y — mx find, während 
U=/V.dx 
it, wenn in V vor ber Integration ſtatt y fein Werth mx--a gefeht wel, | " 
und wenn man dann V nach allem x integrirt, zuletzt aber flatt = wirt 
feinen Werth y— mx fubftituirt; — und wo zulegt U’ und U die beit 
Ausdrücke vorfiellen, welche aus U hervorgehen, wenn bezüglich m’ sin 
m’’ Ratt m geſetzt wird. . 
Diefe Gleichungen der erfim Drbnung Tann man banız aufs New 
noch integriren (nach $. 50.). 
So findet man 4. B. das allgemeine Ur Integral von 
A-8°2,--B-8%2, +0-8°%,=x.y 
fo: ) 





1 B 
x — 6:7 — x +9, tr Yy_u 
während m’ und m’ die beiden Werthe von m find, welche aus der 
Gleichung | 
Am —B:n+C=0 
hervorgehen, und wo ꝙ und ıp zwei ganz willführliche Funktionen ber be 
fimmten Funktionen (bezüglich) y — mx und y-m'x ſi nd, 
Bon der Gleichung 
. 0°2, = c’.d°z, 
welche bei den fchwingenden Saiten vorfommt (vgl. d. „Lehrbuch der Mer 
chanik“ II. Th. Berlin 1838. Kap. XV.) findet man auf biefem Wege 
als allgemeines Ur⸗ Integral 
39, nt duo 
wo „ eine willführliche Sunftion von y—cx, und » eine willführliche 
Sunktion von y--cx vorſtellt. 
$. 59. 


i 
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$. 55. 


Bon der Integration der Partial»Bleihungen der zweiten und höhern Ordnung 
mittelft unendlicher Reihen. 


1. Sin allen den Fällen, wo algebraifche oder tranfcendente 
geichloffene, endliche Zormen des allgemeinen Jutegrals nicht 
riftiren, kann das integral in den mannichfaltigften Übrigen 
Formen ericheinen, und es ift deshalb meift nichts ſchwieriger, 
als die Webergeugung fich zu verfchaffen, daß ein gefundenes In⸗ 
tegral einer gegebenen Partial-Sleichung, das allgemeine fey. 

11. Diefer Schtierigfeit geht man aber Bft dadurch aus 
dem Wege, dag man in den wirklichen Einzelfällen der Anwen⸗ 
dung auf ein allgemeines integral gang Verzicht Teiftet, fondern 
‚wur ein Integral aufsufinden fich bemüht, welches allen und 
Jeden Bedingungen der fpeciellen Aufgabe genügt. 

IL Will man nun Integrale haben, in Form von unends 
; Jüchen Reihen, welche nach Potenzen eines Veränderlichen O forts 
Ffaufen, wo 9 irgend eine Funktion eines oder mehrerer der in 
der gegebenen Partial- Gleichung vorkommenden unabhängigen 

Beränderlichen ift, fo wird man die „Methode der unbeftimm: 
ten Koefficienten und Exponenten“ mit dem beften Erfolge 
anivenden. 

Man fett zu dem Ende, wenn die Partial- Gleichung 


1) Fux,y, z,u,0u,Öu,, Ou,,Ön,, etc. etc. etc, — 0 
integrirt werden A 
2) PO. HR +, 


ſubſtituirt folchen Werth ſtatt u, und ſeine Differentials Koeffi⸗ 
cienten ſtatt du,, du,, etc. ete. in die gegebene Partial⸗Glei⸗ 
dung F=0, ordnet die Gleichung nach Potenzen von 6 
(u weichem Behufe zuweilen erſt bie unbeſtimmt gelaſſenen Er: 
ponenten a, B, y etc. etc. zweckmäßig angenommen werden 
müſſen, jedoch fü, dag a <p<p<ete. etc. wird), und fest 
dann die einzelnen Koefficienten der Null gleich. Aus diefen 

inselnen Gleichungen müflen dann P, Q, R ctc. etc. gefun⸗ 
den werden. 

BI, 15 
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IV. SR alfo 5. 3. die Gleichung 

1) du =a-d°?u, 
su integriren, too u eine gefuchte Sunftion von x und t, io 
Dagegen a eine gegebene Conſtante ift, fo erhält man fogleid, 
je nachdem man eine nach ganzen Potengen von t, ober ned 
ganzen Potenzen von x ſortaufende Reihe Me u ſucht, Anmal 


2) u=9,-tat- .° Rt .ö (at * ·de 
das anbere Mal 
3) —E—— —E Ö’ ut nn 


+3 ta du dm 


In dem erftern integral 2.) kommt nur eine einzige willcho 
liche Funktion p, (mit deren Ableitungen) vor, die den Weräf 
von u vorftelt, für = 0, melche daher, fo oft Diefer 
tere Werth bekannt ift, fogleich ihre Beftimmung findet, — WI 
dem andern Integrale 3.) dagegen kommen zwei willkührlich 
Funktionen . und m; vor, welche die Werthe von u und du, 
vorſtellen für = 0, welche daher, fo oft Iegtere bekannt find, 
augenblicklich ihre Beſtimmung finden. 

Diefelben Reſultate befommt man auch durch ben Mais 
laurin’fchen Lehrfaß, nur in noch allgemeinerer Form, nämlid 
nach Potenzen von t—a oder x—B entwicelt. Dieſe letzteren 
Formen erhält man jeboch auch, wenn man entweder O —t—a, 
oder d=x—B fekt, und dann 

u=A,tA, d+A,-02-A, 9... 
fett, und die unbeftimmten Koefficienten bdergeftalt beſtimmt, daß 
der gegebenen Differential» Sleichung genügt wird. 

Von den beiden Integralen 2.) und 3.) ift dag eine fo 
allgemein als das andere, denn fie gehen in einander über. 
Nimmt man 5. B. das erftere, nach Potenzen von t fortlaus 
fende Integral 2.) und entwickelt man alle feine Koefficienten 
felder wieder in Reihen, die nach Potenzen von x fortlaufen 
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ſo erhält man eine Doppel⸗Reihe; und ordnet man diefe Dop⸗ 
pel⸗Reihe nach Potensen von x, fo daß bie Koefficienten dann, 
nach t fortlaufende Reihen werden, fo laſſen fich letztere derge⸗ 
ſtalt ſummiren, daß man fogleich hie Form des Integrals 3.) 
erhält, und dies Verfahren muß jedem geübten Anfänger gelin- 
"gen, ber ſolches verſucht. — Durch dag ganz analoge Verfah⸗ 
ven kann man aber auch aus dem Integral 3.) wiederum die 
Sorm 2.) erhalten. 
V. ir wollen nun von berfelben gegebenen lineären Dar: 
tial⸗Gleichung 
1) Our = a.0°u, 
ume Formen bed Integrals auffuchen, indem wir 0— e* 
men und 
; 9) u=P-* +0. -R-9-... 
‚, dabei aber P, Q, R etc. etc., fo wie a, ß, Y etc. etc. 
zu beftimmen fuchen. Man hat dann, indem wir P, Q, R elec. 
etc. als bloße Funktionen von t voraugfeßen, 


u= P.e"+0 e®LR er... 
du, = BP, -e" + 8Q, e"+5R,-e"-+.-- 

u =arP.e Qt yR.” + 
; Diefe Werthe, in bie gegebene Partial⸗ Bechung ſubſti⸗ 
tmirt, geben, wenn man bie. Koefficienten von e**, e®, e* 
etc. elc. einzeln der Null gleich ſetzt, 

OP, = aa? P, 80,=aß?Q, dR,= ay?R etc. etc. 
Integrirt man nun diefe Gleichungen, in fo fern fie zu den 
lineãren totalen Differential» Gleichungen gehören, nad) $. 42.), 
'f erhält man + 

"P=A.e, Q=B.ee, R= C.e””, etc. etc. 
we A, B, C etc. etc. mwillführliche Eonftanten find, mährend 
0, B, Y etc. etc. ebenfalls conftant find und noch gänzlich 
inbeftimmt bleiben. Zuleßt hat man ale gefuchtes Integral 

3) u=A- ee” -B- et e# LC.e rt.” + etc. etc., 
Ad* 
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wo A, B, C etc. etc, a, ß, y etc. etc. gang willkuͤhrliche 
Eonftanten find *), welche die Etele der willkührlichen Funk 
tionen vertreten, und welche in den verfchiedenen Antvenbungen, 
nach den verfchiedenen Nebenbedingungen der einzelnen Aufgabe 
ihre verſchiedene Beſtimmung erhalten. 


VI. Die meiſten lineären Partial⸗Gleichungen, zu welchen 
die Phyſik und namentlich die Mechanik führt, find Gleichum 
gen zwiſchen der Zeit t, und noch einem, zwei oder drei Koon 
dinaten⸗Werthen x, oder x und y, oder x, y und z, und end 
lich der Sröße u, welche von den eben genannten Elementen 
abhängig iſt; z. B. wenn u die Menge von Wärme oder vonf 
Elektricität vorſtellt, welche zu einer beſtimmten Zeit t, an duf 
in einer gegebenen Geraden durch x, oder in einer gegebenen 
Ebene durch x und y, oder endlich im Eörperlichen Raum 
durch x, y und z gegebenen Stelle (bei gewiſſen Boransfı 
gen) ſtatt finden wird. — Sie laffen fi) gewöhnlich am 
quemften, obgleich in Form von unendlichen Neihen dadurch 
integriren, dag man | 

1) u=P,-e**+P, -e"+P,.e' +... 
fegt, wo das allgemeine bie Glied P,-e* it, und wo mana,f 
&,, %&, etc. etc. conflant, dagegen P,, P,, P, etc. etc. al 
Sunftionen von x, y und z anſieht; — diefen Werth, nebſt 
feinen Ableitungen in bie gegebene Partial-Gleichung fubftituirt 
und legtere dann in lauter einzelne Gleichungen von der Form 

(Q-*- M,-a?-+- NO; = 0 
zerfällt, wo jede bloß den einzigen Koefficienten P, enthält, fo 
daß jede folche Gleichung, je nachdem man O, 1, 2, 3, ode 
















*) Entwickelt man im diefem Nefultate 3.) die Koeffieienten von ec, 
eß, e ete,, nach Poterzen von t, und faßt man die Summe 
A Kre®®LB-eft 0.” + 
in den Ausdruck p, sufaninen, fo hat man wieder das Integral IV. 2.). — 
* ähnliche Weiſe geht auch das Integral IV. 3.) aus dem hiefigen 3.7 
ervor. 


— | 


— 


— 
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irgend eine der folgenden ganzen Zahlen flatt b geſetzt fich denkt, 
nach und nach die Koefficienten P,, oder P,, oder P,, oder 
etc. etc. beflimmt. | 
Da bei diefem Verfahren a, @,, &, etc. etc. als gang 
willkührliche Conſtanten eingehen, ſo müſſen ſie aus den Neben⸗ 
bebingungen der Aufgabe (alſo z. B. in der Mechanik aus dem 
Anfangs⸗Zuſtande, wo t=0 iſt, fo wie Überhaupt aus den, 
für beſtimmte Merthe der Veränderlichen vorhandenen Bebin- 
“ gungen) Ihre Beflimmung erhalten. — Zumeilen zeigen fie fich 
inaginär, und in dieſem Falle müſſen die Exponential- Aug: 
ja wenn bequeme Rechnungen ftatt finden follen, in Sinus > 
and Kofinus- Ausdrücke vermandelt werben. In demſelben Falle 
wird man daher überhaupt beſſer thun, gleich vom Anfange an, 
ſtatt die Form 1.) für u gu wählen, lieber 


2) u= Po’C0s Aot-+-Ppı-c0s A,t-+-P2'c08 Agt----- 
+g, sin At +g,-sin A, 4g,- sin At 
zu feßen, — In diefer Reihe die Werthe A, Ay A, etc. etc. 
als conſtant, dagegen po Go Pı> Qi» Pa> a ete. etc. ald 
Funktionen von x, y, 2 fich zu denken und das vorbefchriebene 
Verfahren, zur Beftimmung der Koefficienten, zu wiederholen. 
Anwendungen diefer letztern Methode findet man vorzüglic) 
in ber Theorie de la chaleur p. Fourier, Paris 1822, und in 
fpäteren über denfelben oder einen ähnlichen Gegenftand erfchies 
nenen Werken von Poisson, Cauchy etc. 


Anmerkung. ir befchliegen dieſes Kapitel mit folgen: 
der nicht unwichtigen Bemerfung. 

Eine Partial⸗Gleichung zwiſchen drei Veränderlichen t, x 
und u (und den Ableitungen Au,, Ou,, O?u. etc, etc.) ift alle 
mal einer unendlich großen Anzahl von totalen Differential: 
Gleichungen bloß zwiſchen den beiden DVeränderlichen x und 
u und den Ableitungen du,, A?u,, 9°’u, etc. etc. von u nad) 
x, gleich zu achten, welche alle aus ihr Hernorgehen, wenn man 
ſich in ihr nach und nach unendlich viele und alle Werthe ge: 
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fett denkt, welche t nur immer haben kann. Jebe dieſer uw 
endlich vielen totalen Gleichungen, wenn fie integrirt wird, He 
fert dann für diefes befiimmte t den zugehörigen Werth u in x 
ausgedrückt, während ſtatt du,, 9°, ''u,, etc. etc., til 
fie ebenfalls Funktionen von x und t find, für jeden beſtimm⸗ 
ten Werth von t bloß Funktionen von x zu ſtehen kommen. 
Auf dieſelbe Weife iſt eine Partial⸗Gleichung zwiſchen vier 
Veränderlichen t, x, y und ber gefuchten Sunktion u (von t, 
x und y), als ein Aggregat von einer unendlichen Anzahl von 
Partial- Gleichungen mit den drei Veränderlichen x, y und u 
anzufehen, welche letztere aus erſterer dadurch hervorgehen, daß 
man ſtatt des Veränderlichen t nach und nach alle feine fetig 
neben einander liegenden Werthe gefebt dent. — U. ſ. mw. f.— 


Schluf-Anmerfung Mir bürfen-nicht unerwähnt faf 
fen, daß auch die Partial»Differential- Gleichungen ihre fingu- 
lären Werthe haben, d. 5. daß ihnen zuweilen durch Funb⸗ 
tionen Zy,yete, genügt werde, welche nicht in dem allgemeinen 
Integral enthalten find. — Auch hier find die fingulären Wer 
the nichts anders als Faktoren der gegebenen Partial: Differen 
tial- Gleichung felbft, die hervortreten würden, wenn man paffende 
neue Veränderliche einführen wollte. — (Man vgl, noch „Sy 
fiem der Math." Th. V. $. 317.). 


rs 


Siebentes Kapitel. 





Seometriſche Aufgaben, welhe su Differential» Öleihuns 
gen führen. 


$. 56. 
Aufgaben, welche zu totäten Differential» Gleichungen“ führen. 
Aufgabe 1. 


Man foll bie Gleichung zwiſchen den rechtwinklichen Koor⸗ 
VDinaten ⸗Werthen x und y einer Kurve finden, deren Subtan⸗ 
gente allemal das Doppelte der Abfeiffe x if. 


Nach I. Bd. $$. 170. 171.) iR die Subtangente *F alſo hat man 


für die geſuchte Kurve die Differential⸗Gleichung 
—— 
öy, 
Diefe Gleichung muß nun nach y aufgelök d. h. integrirt werden. Dan 
trennt in ihr die DVeränderlichen, indem man fie fo fehreibt 
| _ 1 
9x’ 


v—_- ww 
"s 
v1 Pe 


or ya 
4 


und erhält dann zum Integral 


JS u=fs tt d.h. log Hog x-0 

d. h. y„’=ax, 
wo a eine willführliche Conſtante if. Diefe Gleichung fellt alle Parabeln 
vor; und wir fehen alfo 1) daß alle Parabeln diefe Eigenfchaft haben, und 
2) daß außer den Parabeln Feine andere Kurve diefe Eigenfchaft hat. — 
Die Eonfante a bleibt hier unbeftimmt. 

Würde aber eine Kurve gefucht, welche durch einen, mit: 
telft der Koordinaten: Werthe a und B gegebenen Punkt hin⸗ 
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durch geht, und dabei noch die obige Eigenfchaft hat, fo würde 
man zur Beftimmung der obigen Conftante a die Bedingung 
haben, daß die Gleichung y? — ax für x=a auch y=Pß 
geben muß. Dies giebt die Gleichung 


?=ao, alfo a— n ; 
und die geſuchte Kurve ift nun die durch bie Gleichung 
2 2 
y? -n. oder = = 


gegebene Parabel, welche den Parameter - bat. 


Wäre der Punkt (a, B) nicht gegeben, ſondern fellte bie Tangente de tr. 
Kurve, an dem u x— « gehörigen Punkte, mit der Abfeiffen=Are den 
gegebenen Winkel ap machen, fo müßte Oy, für x—=a ber ig gleich 
werden Cnach 1. 3b. $$. 170. 171.). Nun folgt aber aus ya, 


9y-dy,=a, alſo ,=y5= U 35 folglich wird jegt 
iV &=igW. und a=4a-ig ıp?, 


Die Gleichung der gefuchten Kurve ift daher num bie durch die Gleichung 
y? = 4ax-tg p? 





gegebene Parabel. 


Anmerkung. Sollte die Subtangente das m fache der 
Abfeiffe x werden, fo würde man auf demfelben Wege als Gleis 
hung der gefuchten Kurve finden 

"=, 
und diefe Kurve gehört zu ben Parabeln der höhern Ord⸗ 
nung, wenn m nicht negativ if. — Wäre aber m negativ, 


fo würde man die Kurve zu den Hyperbeln der höhern Orb: 
nung zählen. 


Aufgabe 2. 
Es wird die Kurve gefucht, deren Subnormale an jedem 
ihrer Punkte conſtant und — a iſt. 


Nach 6. 170. d. I. Bos.) hat man die Subnormale —=y-dy,; alſo 
iſt dasmal 









56.9.3. Geometr. Aufgaben. 233 


ydy,-_a 

In diefer Gleichung find bereits die Veränderlichen getrennt; fie giebt daher, 
wenn man links und rechts die Integrale nach x nimmt, 

Sy-dy=axte oder Zy?=ax-te oder yP?=2x-tec, 
wc eine mwilführliche Conſtante iſt. Diefe Gleichung tt allemal die einer 
Parabel ); und melden Werth man auch der Eonftante e geben mag, fo 
ht man immer eine Kurve, welche die verlangte Eigenſchaft hat. 

Sok aber der zu x=a gehörige Punkt der Parabel bie 
Ordinate 3 haben, fo bat man noch die Gleichung 

—=2aat+c, af e=P?—2ao; 

und Dann erhält man 


— 2? = %alx—0) 
für die Gleichung der gefuchten Kurve. 
Wird a=B=0O gegeben, d. h. foll die Kurve durch den Anfangs⸗ 
Punkt Der Koordinaten durchgehen, fo erhält man die Gleichung 
y?—=?2ax, 
Aufgabe 3. 


Es werde die Kurve gefucht, ‚deren Subnormale an jedem 
ihrer Punkte dem Abſciſſen⸗Werthe x gleich if. 
Man hat als Anſatz biefer Aufgabe die Gleichung 


ydy,=x; 
und folche, integrirt, giebt A-dy= — d. h. 
2x2 


0 e bie wilführliche Conſtante iſt. Diefe dieichung drückt, fo lange e 
‚nicht Null wird, eine gleichfeitige Hpperbel, für e==0 dagegen zwei gerade 
Linien aus, Wie man aber c nehmen mag, fo hat man immer der Auf- 
gabe genügt. 


Sol jedoch die Kurve noch durch den Puuft hindurch ge: 
hen, deffen Koordinaten Werthe « und B find, fo hat man "no 
die Gleichung 

B?=a?’-t-c, ode ce=pB?—aR, 


) Daß in der Parabel die Subnormale conftant und dem halben Pa⸗ 
tameter gleich üft, ift in der Lehre der Kegelfchnitte nachgewiefen. Die Lö⸗ 
fung der hiefigen Aufgabe zeigt Dagegen, daß die Parabel unter allen Kur: 
ven die einzige iſt, welche fich diefer Eigenfchaft erfreut. 
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und bie Sleichung unferer gefuchten Kurve wirb nun 


y* —B?— — x? — a°, 
Zr a=B=0 geht diefelbe in 
„”?—=x’, ober y-=+ı 
über. Diefe letztere Gleichung ſtellt aber zwei gerade Linien vor, welche 
mit der Abfeiffens Are einen halben rechten Winkel machen, und auf em 
der fenkrecht Reben. — Dies letztere Ereigniß tritt Übrigens allemal ein, ſo oiñ 
der Punkt, durch welchen die Kurve hindurchgehen fol, fo liegt, daß men 
8 hat. 
Aufgabe 4 
Die Kurve zu finden, welche alle Kurven einer und dev 
felben Art unter einem und demfelben Winkel ſchneidet *). | 
Es ſtelle 
1) hy, = 0 
die Gleichung aller gefchnittenen Kurven DN, DN’, D, N,. 
etc. etc. (Fig. 19.) vor, und x und y feyen bie Koordinaten 
eines belichigen Punktes M ber gefuchten Kurve M,MMÜ;T 
ferner ſey MX! mit der Abfciffen- Are OX parallel gedacht, wäh I 
rend immer rechtwinkliche Koordinaten⸗Axen vorausgefegt wer⸗ 
den. Sind endli MV, MZ die Tangenten der gegebenen und 
der gefuchten Kurve in ihrem Durchſchnitts-Punkte M, fo if 
ZMV der gegebene Winkel, welcher bei allen übrigen gefchnitte 
nen Kurven, alfo für jeden andern Werth von «, immer der : 
felbe bleiben fol. Nun ift aber 





) WB ZMV-B. ZMX-B. VMX, 
alfo 
3) ig ZMV = 8 ZMX —1g VMX! 


1-+i1g ZMX'.1g VMX 


Zu gleicher Zeit ift noch 
ig; ZMX=dy, wid 1dgVMX'=p, 


- *) Unter „Kurven einer gegebenen Art“ werden hier alle Kurven ver . 
fanden, deren Gleichung aus einer einzigen gegebenen Gleichung RE. | | 
dadurch Lervorgeht, daß man der Conſtante = alle fietig neben einander lie⸗ 
genden verſchiedenen Werthe ertheilt. 
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obald man unter p das verficht, was aus ber Ableitung Ay',. 
jervorgeht, wenn man folche als Funktion von x‘, y’ und « 
yerftellt, dann aber bezüglich x und y flatt x« und y’ ſubſti⸗ 
wirt (weil in dem Durchfchnitts- Punkte M die Koordinaten: 
Werthe beider Kurven biefelben find). . 

Wird nun die Tangente des gegebenen Winkels ZMV 
zurch a begeichnet, fo daß a felbft gegeben ift, fo geht die Glei⸗ 
hung 3.) über in 


dy. 
6) — ‚ se alt-+-p-öy)+p—dy,=0. 


Zur Beflimmung von p bat man aber für den Durchfchnitts- 
Bunt aus 


7) ya = 0 
ı0ch x 
H) | öf,--öf,-p = 0. 


Eliminirt man daher aus ben Gleichungen 6.), 7.) ımd 8.) nicht 
zloß p, fondein auch «, fo hat man eine Gleichung, welche 
für jeden Werth von «@ gilt, melche alfo für alle die übrigen 
gefchnittenen Kurven D,N,, D/N! etc. etc. gilt, daher auch 
für alle übrigen Durchfchnittd-Punfte M,, Mi etc. etc., wenn 
unter x und y deſſen Koordinaten WWerthe verfianden werden. 
Dieſe zuletzt erhaltene Gleichung iſt alſo die Gleichung der ge- 
ſuchten Kurve. Wird dieſe Gleichung noch integrirt, ſo iſt die 
Auflöſung der Aufgabe beendigt. | 
Beifpiel 1. IR Ratt &, „ „0 gegeben die Sleichung der Yarabal 
2 ax, 
h hat man, wenn man biefe Gleichung bifferenziirt, 
2y-p=a, alf p=}. 
Yiefer Werth in die 6.) ſubſtituirt, giebt 





I _av — 

3, = 0 

ver 2 ’ 
1) , 2ax-Hy-+(ay— 2%x)-dy, —=0. 

ies iſt alfo die Differential: Gleichung der gefuchten Kurve. 
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Um folche zu integriren, bemerfe man, daß fie nach x und y homogen 
ift, fee alfo (nach $. 40. IV.) 


2) y=xv, folgid dy,=x-.dv, Fr. 
Die Gleichung 1.)* geht dadurch über in 
3) öx, + a2 _ —=(, 
x av —v+2%a 


in welcher Gleichung die Beränderlichen getrennt find. Nimmt man nun 
von jedem Gliede das Integral nach allem fo erhält man (nach 5 5. 
und $. 8.) 
—3-+V1—8a? —— 
log «+ —  ——— ayiem log s(v— a) 





5 VIZBz 1 Vie 


Fon 21 — Sa? don 
e die willkührliche Conſtante if. Gent man fatt v feinen Werth 2 
und fchafft man die Logarithinen weg, fo erhält man 


= bog e. 





34 Vi-832 34 Yi82 
x.(1 _ Han), Yi- 823 (2 Em =") er _ _, 


für die Gleichung der gefuchten Kurve"). 
Beiſpiel 22 Iſt fatt 6. „0 bloß die Gleichung einer geraden 
Linie, nämlich - 
” y=ax 
gegeben, fo hat mau hieraus 
öy,=a, alfo p=o=T., 
Setzt man num biefen Werth von p in die Gleichung 6.), fo erhält man 
I. In —0 
«(141.9,,)+2-,=0 
oder 
ax--y-(ay—x)-dy,=0, 
Segt man nun, um dieſe Gleichung zu integriren, 
y-xv alſo ,=xöv,-Fv, 
fo geht folche über in | 


9% Sf: 8a2>1, all a > — 55 fo kann man die imaginären Po 
tengen in reelle Bogen übertragen; oder man kann das Integral 
| Ns ‚dv. ſogleich direkt in Bogen auddrücken (nad} 5. 11). 
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Öx, av—1i 
tar av? av?-ta = 
und giebt num, integrirt, 
Da — —.dr-Hloge=0, 


wo log e bie willführliche Eonfan: —* Nun iſt aber 














alſo iſt auch 
v—1 _4 
— dr She fe 
= Hloglt+)— ig” 
Setzt man daher ſtatt v wieder feinen Wer I —, fo geht das gefundene 
Integral über in | 


a- og (1’Fy)= = 


113 
ig x 
oder 
I =1g(a-log «Vz?}y?) 
als Gleichung der gefuchten Kurve. 
Und weil allemal in das Integral eine willführliche Con⸗ 
ftante eingeht, fo kann man die Kurve an einer beftimmefen 
- Stelle noch einer new hinzutretenden Bedingung unterwerfen, 
z. B. der Bedingung, daß fie durch einen, mittelft feiner. Koor- 
dinaten⸗Werthe gegebenen Punkt hindurch gehe, oder daß die 
Tangente an einem beftimmten zu x—g gehörigen Punfte 
der Kurve eine gegebene Lage habe; oder einer ähnlichen. 
Weitere Bemerkungen zur Integration der für die Trajektorien gefundenen 
Differential: Gleichungen. 
In den Fällen, wo ſich aus den Gleichungen 6.), 7.) und 
S.) ber Veränderliche & nicht Teicht eliminiren, Täßt, iſt es zu 
weilen vortheilhaft, in die Gleichung 6.), nämlich in 
6) all-+p-dy)+p—Iy= 0%) 


*) Man nennt die hier gefuchten Kuren Trajeftorien, und recht: 
winflide Trajeftorien, wenn der gegebene Winkel ein vechter, alfe 
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a als einen neuen DVeränderlihen (fiat y) einufühcen, der 
durch die Gleichung 


—* *0 


die neue Differenzial⸗Gleichung zwiſchen x und a gu erhalten. 
Läßt fich 3. B. die Gleichung fi,u—0 leichter nad 
y als nach « algebraifch auflöjen, fo daß fie 
y-9,. md d,=p+tdp,d0, 
giebt, wo p die frühere Bedeutung hat, alfo Dop, vorſtellt; ober 
Yu =ptg dar giebt; wenn dp, —=q gelegt wird, — ſo 
geht die Gleichung 6.) über in 
9) al-+p’)— (l— ap)gq-da, —=(, 
wo p und q bloße Zunftionen von x und « vorſtellen. Wird 
nun biefe Gleichung zwiſchen x und «, integrirt, fo kann man 
dann aus dem Integral und F,,.—0, noch « eliminiren, 
und man hat Die gefuchte Gleichung zwiſchen x und y für die 
Trajeftorie. 
Man kann aber natürlich auch ſtatt dieſes DVeränderlichen 
a wiederum einen neuen Veränderlichen z einführen, immer in 





wenn —=0 if. — Für die rechtwinklichen Trajektorien wird die Blei 
dung 6.) bloß diefe, nämlih 1--p-dy, —=0. 
In dem zweiten Beifpiel, wo p= I if, hat man für bie rechtwint⸗ 


liche Trajeftorie die Gleichung 14 L.3,= 0, öder x-Fy-dy,—0. 


Diefe giebt, integeirt, x -+y?=r?, wo r? eine willtührliche Conſtante 
vorftellt, fo daß diesmal die gefuchte Kurve eine Kreislinie iſt; wie folches 
voraus zu fehen war. 

Wird der gegebene Winkel immer Eleiner und kleiner, und zulegt un: 
bendlich Hein gedacht, fo geht die Trajeftorie in die Einhüllungs- Kurve über 
(vgl, J. Bd. $. 182.) und die Gleichung 6.) wird nun wegen a==0, biefe: 

pP, =. 
Die Einhüllungs- Kurve ift aber, nach 1. Bd. $. 182.) und nach $. 45.), 
nie das Integral biefer Differential Gleichung, fondern immer nur ein 
fingulärer Werth derfelben. — 
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der Hoffnung, daß fich die neue Braun bequemer integri- 
von läßt. 


Man fuche 3. DB. die Trajektorien für alle Cykloiden, welche aus der 

Differential» Gleichung 

1 = — 

J DI Vlax—x? 
Dadurch hervorgehen, daß man den Radius « bed Erzeugungs⸗Kreiſes fich 
Retig ändern läßt. Die Nr» Gleichung berfelben. Cykloide, wenn man inte- 
grirt, und wenn man vorausfent, daß für x&=0 auch y=0 werden foll, 
veird aber diefe: 





9) = -Yax-x’+to- .Z(-). 
Die Gleichung der Trajektorie it ol dasmal (aus 6.): \ 
39 (4 Vlax —x® — * y2 = =0y,=0, 


fobald flatt « der aus 2.) zu ziehende Werth in y und x gefest ge⸗ 
dacht wird. 

Führt man dagegen « als neuen Weränderlichen ein, der ſelbſt durch 
die Gleichung 2%.) gegeben iſt, ſo hat man 


x 
Vlex— x? und g= = ); 
und die Gleicung der Trajektorie wird nun 


(ee) lan 


Weil man aber diefe Gleichung immer noch nicht direkt integriren kann, fo 
führe man nech einen neuen Deränderlihen z ein Cflatt «), mittel der 
Gleichung 

5) x=az, alſo 1=a-dr,-+2-da,, 
und eliminire nun aus 4.) und 3.) ſowohl « als day Dadurch erhält ° 
man diefe neue Gleichung 











2a 1 a 1 
6) 3,” (7 VYız—- 2: vo) 2012) ’ 
x-dz, 1 a 
2 —— 


oder, menn man „I fatt On, ſchreibt, und ſchiclich wegbisbit, 
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x, SG — rasen 3) = _n) 


Ge 


In diefer Bleichung find die Veränderlichen getrennt, fo daß mun von jedem 
Sliede das Integral nach allem z genommen werden kann, fobald man um 
das Integral der Funktion von z im zweiten Gliede auf irgend einem be 
im Kap. 1.) befchriebenen Wege, auswerthet. 

Sat man aber integrirt, ſo muß man aus dem Integral, welches nad 
eine willEührliche Conſtante e in fi) aufnimmt; — aus der Gleichung 5) 
und aus der Gleichung %.), noch z und « eliminiren, um bie gefucke 
Gleichung der Trajeftorie zwifchen x und y zu haben *). 














Aufgabe 5. 


Man fol die Kurve finden, in welcher an jedem ihre 
Punkte der KrümmungssHalbmeffer, der Normale (Gis zur Ab 
ſciſſen⸗ Axe genommen) gleich iſt. 

Aus der Subnormale y-dy, und der Ordinate y findet ſich die News 
male nach dem Pythagoräiſchen Lehrfage 
= YyP+yPd°=yViroy,®, 
während ber Krümmungs-Halbmeſſer (I. Bd. $. 170.) 
_ A+2y, 2y 
= 
gefunden worden if. Die Gleichung der gefuchten Kurve iſt daber diefe: 


(1-+3,,°% — 
5 er Vitoy?, se FO, 
x 


in fo fern die Zweideutigkeit der Zeichen zu berückfichtigen if. — Dies if 
aber eine Differentials Gleichung der zweiten Ordnung, welche noch inte 
grirt werden muß. A 





*) Uebrigens bemerken mir hier noch den Anfängern, daß die Tra 
jeftorien Eeine eigenthimliche Gattung von Kurven find, fo wenig 4. B. 
wie die Evoluten, und daß jede gegebene Kurve eine Trajektorie ſeyn 
kann, in Bezug auf eine gegebene Reihe von Kurven einer und derfelben 
Art. Man kann fogar die Aufgabe umkehren und die Reihen der Kurven | 
einer und derfelben Art auffuchen, zu welcher irgend Line gegebene Kurse 
als Trajeftorie gehört. 
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A. Nehmen wir zunächſt die Gleichung 
1) +y:9°y +37. +1=0, 
und führen wir, um fie zu integriren, einen neuen Veränders 
lichen v ein, mittelft der Gleichuug 
2) y-ay,=v*), 
fo dag aus 2.), wenn man differenziirt, 
3) y-d°?y,--dy,? =dv, 
bervorgeht; fo geht die Gleichung 1.) über in 
4) öv,+1=0 
und giebt, nach allem x integrirt, 
5) v4x-e d. h. y dy -x—EO. 
Dies iſt ein erſtes Integral der Gleichung 1.) mit der will 
Führlichen Conſtante c, aber noch immer eine Differential: Gleis 
chung der erfien Ordnung, die nun noch sinmal integrirt wer; 
den muß. Weil jedoch in ihr die Weränderlichen bereits ges 
trennt find, fo darf man nur noch jedes Glied für fich nach 
allem: x integriren, und man erhält | 
6) "ao? =r, 
wo r? die neue willkührliche Conftante iſt. Diefe Gleichung 
ift aber die Gleichung einer Kreis-Linie, welche ihren Mittelr 
Punkt in der Abfciffen-Are hat, und deren Radius —r iſt. 
Soll diefe Kreislinie durch zwei Punkte hindurchgehen, deren Koordina⸗ 
ten⸗Werthe a, ß für den einen, und y, 5 für den andern find, fo müſſen 
diefe Koordinaten Werthe bezüglich flatt x und y geſetzt, Die Gleichung 6.) 
bentifch machen. Dies giebt die Gleichungen 
7) ß32 (4 - ) md °-g—o?=r; 
und aus dieſen Gleichungen beſtimmen ſich die beiden Conſtanten c und r. 
Man hätte auch die Bedingung machen Eönnen, daß die geflichte Kurse 
einmal durch den Punkt (a, 8) hindurchgehe, und dann daß Die Tangente 
am diefem Punkte mit der AbfeiffensAre einen gegebenen Winkel P mache. 
Dann hätte man die Gleichung 6.) differenzüiren, alfo zur Gleichung 5.) 
aurückfehren müffen, und in 5.) und 6.) « flatt x, £ flatt y, und ig 





9 Man bemerkt nämlich fogleich (bei dem Anblick der Gleichung 1.), 
daß die beiden erfien Glieder derſelben nichts anders als die Ableitung von 
y-dy, find. 

Bd. I 16 | 
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ſtatt dy, fegen. Man erhielt. dann zur Beſtimmung ber beiden Conſtan 
e und re, die Gleichungen 
8) Bigyta—ce=0 und B+@- 2 mr. 
B. Nehmen wir die andere Gleichung 
u) — y-d°y,+0y,?-+1=0, 
und führen wir mwieder, um fie zu integriren, einen neuen V 
änderlichen v ein, aber dasmal mittelft der Gleichung 
2) dy,=Vv alfo O’y, = Öv,, 
fo geht die Gleichung 1.) über in 
Ä | dv 1 
—y: 2— — —— 4* 
3 —ydv-+i-+v 0, oder T 
oder, wenn man durch Oy,, welches — v iſt, dividirt, we 


Ov, . 
nn Ovy (I. Bd. $. 155.) 


4) Öv, 4 


1 
oder, wegen Oy, = Fr j 
y 


v *8. 

5) 14V? v”_ y Ä 
In diefer Gleichung find Die Geränderlichen getrennt, unt 
giebt, wenn man links und rechts die Integrale nach alleı 


nimmt, 
6) y=all--v’ | oder = 14v2, 
wo a eine willkührliche Conſtante iſt *). 





*) Dieſe Gleichung y=a-Yi+O „= giebt, wenn man links 

rechts die Integrale nach x nimmt, 
. Seray IK = a:/,. „Vi+Oy,?-dx 

und diefe Gleichung: Iehrt, daß der inhalt das a fache des Bogens ift, 
daß die Inhalte mit den Bogen in Proportion flehen, gerade wie | 
Kreife die Inhalte der Sektoren, wie die Bogen fich verhalten. — Di 
gefundenen Kurven haben übrigens noch mehr Eigenfchaften mit dem $ 
gemein. (Vgl. Nova Acta acad. Petrop. T. IX. pag. 178.) 
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1 Um nun dieſes erfte integral der Gleichung 1.) noch eins 
mal zu integriren, fegt man wieder flatt v feinen Werth dy,, 
und man bat die Gleichung 


7 y’=a*(143,,°). 
¶ Dieſe giebt Dann fogleich, wegen. —- — Or, 













8) dx, = » 





. alfo, wenn. man er 


en. 9) x=a =dy= b-ta: —E a 





Y?—ar 2 __ 
wo b eine zweite wa helche Conſtante iſt. Die Gleichung 
} 9.) giebt noch) 

— 
y+!Yy zu Pe 
ſo 


sb ab 

10) yhnle “te ' \ 
wo a und b bie beiden eingehenden willführlichen Conſtanten 
nd *). Deshalb kann man biefelbe Kurve noch zweien Be: 
dingungen unterwerfen, denen beftimmfe Punkte der Kurve zu 
genügen baben. | 





*) Der Unterfchieb zwiſchen den Gleichungen 
try tor 1=0 


— y Hy 

befteht offenbar darin, daß in der erſtern y-8°y, neg ativ, die Kurve daher 
u. die Abfeiffen-Are eonçav ift, daß dagegen in der andern Gleichung 
daſſelbe y-3°y, pofitiv wird, die Kurve alfo gegen die Abfeiffen-Are con: 
Fo ‚ger liegt. - Die Normale, bie immer von der Kurve jur Abfeiffen- Are geht, 
Fr sat alfo im erftern Zalle mit der Richtung des Krümmungshalbnseffers zu⸗ 
> -fanmsen, ift aber int andern alle in der Verlängerung des Krümmungd- 
halbmeſſers. | 

Ä — 16 * 


und 
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Aufgabe ©. | 
Man fucht die Kurve, in welcher an jeben ihrer Punkt 
der Krümmungs- Halbmeffer zu dem Würfel der Normale (bi 
‚ zur Abſciſſen⸗Axe gerechnet) ein conflantes Verhältniß hat, d. hJ 
in welcher fich die Krümmungs:Halbmeffer zu einander verbal 
ten, wie die Würfel der zugehörigen Normalen. 
Die Differential» Gleichung der gefüchten Kurve if dasmal 





N; 
1 —s 
ee =..y’-Yi+oy,”, 
oder 1 
——— 
A. Nehmen wir zunächſt die Gleichung 
1 
1) de da er 


multipliciren wir fie mit dem integrirenden Faktor dy, ($. 4 
II.), und wir erhalten 





dy. 
2) ya 
ober, wenn man links und rechts nach allem x integrirt, 
1 
3) day? = tb 


two b eine willführliche Conftante ift. 
um diefes erfte integral auf's Neue gu infegriren, PN 


man 2 flatt Ay, und löſe die Gleichung nach dx, alge 
braifch nr man erhält dann: 

N 3, I MR_ 

) * Yaby? — 1 


woraus, wenn man Integer hervorgeht 
5) 55 vapy⸗ —I-Pe, 


wo e eine zweite willkührliche Conſtante iſt. Dieſer Gleichung 
kann man auch die Form geben: 
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1 1 
6) aAyd=sV’- Hr 
and nun erkennt man, daß die gefuchte Kurve von der stoeiten 
Ordnung, alfo ein Kegelſchnitt iſt. 
Löſt man dieſe Gleichung nach y algebraiſch auf, fo erhält man 


2 y —bx°— hex-+be’+ 3; 
nd fert man - 
8) —2e=C und br+ = c, 


» hat man die Sleichung der gefuchten Kurve in der Form 
.9) y„”?=bx?’-+Cx-+C, | 
md dies ift die Gleichung einer Parabel, Ellipfe oder Hyperbel, je nach⸗ 
em b Null, negativ oder pofitiv ik. — Differenzlirt man diefe Gleichung 9.) 
weimal hinter einander, fo erhält man 

10) y-öy,—=bx+;C und y-0°y,-Föy,? =b., 
Beil aber diefe Werthe der Gleichung 1.) genügen müffen, fo muß man 


ine identifche Gleichung erhalten, wenn man aus dieſen beiden Gleichuns 
jen 10.), und der 1.), und der 9.), ſowohl y ald aud) Oy, und O°y, elis 


ninirt. Man erhält aber dann 
4) J Tabl 102, 


Beftimmt man daher zwei Mi drei Sonftanten b, C und C’ fa, daß die 
Kurve in einzelnen Punkten noch zweien Bedingungen genügt, fo findet ſich 
Ne dritte Conſtante aus der Gleichung 11.) dazu. 


B. Betrachten wir jetzt die andere Gleichung. 


1 
ı 2 — — 
| dy= 5 
Da fie aus der A. 1.) hervorgeht, wenn man daſelbſt —a 
tatt a feßt, fo erhält man als Ur⸗-Integral der jegigen Gleis 
hung die Gleichung A. 6.) wieder, nur daß — a geſetzt wer⸗ 
en muß, wo dort a fieht. De Sure der 1.) wird aljo jegt 


2) = ry: Ha 


nd man befommt aljo wiederum einen Kegelſchnitt. 
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Aufgabe 7. 

Es wird die Kurve geſucht, im welcher am jeben ihre 
Punkte die Normale zur Duabrat-Wurgel aus der Summe dei |" 
Abſciſſen⸗Werthes x und der Subnormale y-dyz,- ein conſtan JJ 
tes Verhältniß hat. 


Die Gleichung der geſuchten Kurve iſt dasmal 


1) yYiFöy°=alxty:dy, 
oder " " 
2) y* Dy, — asy · dy, +y?— ax. 


Um dieſe Gleichung, welche bloß eine Differential⸗Gleichung der erſten Drb« 
nung ift, zu integriren, löſe man folche zuerft nach y-Oy, algebraiſch au. 
Man erhält dann 


3) ydöy, 4a? + Via*+a’z—y°. 
Führt man mun einen neuen Veränderlichen v ein, mittelſt der Gleichung 
4) Via’ —=v oder jat-La’x— y?=v”, 


ſo si man, wenn diefe Gleichung nach allem x differenrirt wird, 
ga? --y-öy,=v-Or,; 
und Baur geht die 3.) über in 


6) v,=Ti. 
Diefe Gleichung, integrirt, giebt 
7) v=(CTz, 
d. h. wegen der 4.) 
8) ja*-+a’z— y?=(CTx)?, 
oder | 
9) y?-+x?—(a?+2C)x +C?— jat==0, 


“in fo fern ftatt der millführlichen Conſtante FC, auch bloß C gefchrieben 
werden Fann. Diefe Gleichung 9.) ift aber die Gleichung einer Kretslinie, 
deren Halbmefer S aß Tas FO ift und deren Mittelpunkt in der Abfeiffen | 
Are liegt, vom Anfangspunkt der Koordinaten un 3a? 4C entfemt.  F 


Aufgabe 8. 


Es wird die Kurve gefucht, in welcher fich die Ordinate 

y zur Subtangente 5, verhält, wie eine Conſtante a zur 
x 

Differenz y —x gwilchen dem Orbdinaten: Werth und dem Ab 
feiffen : Werth. 
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Der m. ber Aufgabe giebt -dasmal die Gleichung 


a 
- 1) dy. u yx ’ r 
Am fie zu integriren, führe man einen neuen Weränderlichen v ein, mittel 
der Gleichung 


2) - y-ı=v alſo dy—i=dr,. 
Dadurch geht die 1.) über in 
a a — v v 
3) do 5-1 —;, alfo dx, In; 








und diefe giebt, integrirt, 
4) x=a—v—a- loga— v)-+C 

d. h. 
5) -46 log(a-+x—y)=C, 

wo C die willküͤhtkehe Conſtante iſt. 

Soll die Kurve durch den Anfangspunkt der Koordinaten durchgehen, 
fo beftimmt fich die Eonftante C aus der Bedingung, daß für x=0, auch 
y=0 werden muß. Die Gleichung 5.) giebt aber für <= y= —=0, 

6) —a-+a-loga=C, 
fo daß, wenn man dieſen Werth von C in bie " fubftituirt, Tee fich 
verwandelt in 


7) y-+a- log FE — 0, 
oder N 
— 2 lor — — 29. ẽ 
y=a log ag’ ver (a+x-yeO'—a 
oder ' 
8) Zac ’Y--y—a; 
und dies iſt die Gleichung einer tranfeendenten Kurve, 


Aufgabe 9. 


- Eine Kurve AMN (Sig. 20.) gu finden, für welche dag 
Verhältniß jedes Bogens AM=s zu der Geraden OC, 
welche bie Tangente BMC an M von OX abſchneidet, con⸗ 
ſtant und Sa if”) 





H Befindet ſich in A ein Hund, und in O fein Herr; geht der Herr 
von O nach X und läuft zu gleicher zeit der Hund dem Heren nach, fo 
nämlich, daß er feine Richtung immer nach dem Herrn zu nimmt, alfo mit 
jedem Schritte, den der Herr macht, feine Richtung ändert; denkt man fich 
ferner, daß Herr und Hund gleichzeitig aus O und A abgehen umd daß 
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Es ſey OP=x, PM=y; fo ift bie Gleichung ber 
Zangente BMC, wenn x, und y, bie Koordinaten s Werthe 
eines beliebigen Punktes derfelben vorftellen (nach 1.36. $. 170.) 

yı-y=9y(XKı X); 
und OC iſt der Werth von x, für y,=0; alſo if 








0C=x— 2 ; 
® Öys 
während fich findet 
s—f „Yi+öy: L-+-dy,? dx 


fobald nur @ der. Abfciffen- Werth OA, * Punktes A iſt. — Ji 
Unfere Aufgabe ift daher angefeßt in der Gleichung 


1). ° IV FByF- dx = al - 3.) 


welche jedoch in eine gewöhnliche Differentials&leihung de 
Durch verwandelt werden muß, dag man fie nach allen x bifs 
ferenziirt. Man erhält daher als Anſatz der Aufgabe die fol 
gende Differential: Gleichung der zweiten Ordnung, nämlich 
[) 2 . 
2) 1-+3y,° =a: Dr - 

Weil aber dieſe Gleichung den Meränbderlichen x felbft nicht 
enthält, fo betrachte man y als den unabhängig WVeränderlichen, 
fege — ftatt dy,, und 0% fiatt 9°y, (nach I. Bd 

X ÖXy 
$. 155.), und man erhält die Gleichung 
3) Vi-FOx,? = —ay-d°x,. 
Nun feße man 
4) . &,=v alſo 8°x,=Ödv, 
und die Gleichung 3.) wird folgende: 


5) Yitv?=—ay-dv, oder a 





_Oy 
Yitv v2 
beider Bewegungen gleichförmig oder conftant ſind, und daß die Geſchwin⸗ 


digkeit de3 Hundes das a fache der Gefchwindigkeit des Herrn if, fo wird 
der Hund die hier gefuchte Kurve durchlaufen. 


R 
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Selbige giebt nun integrist 
logy—= Su ; dv=—ı.: log Cv-+Yi-v?), 
d. 5. 
6) byt=tvtVYitr”, 


wo C* oder b eine winkührliche Conftante if. — Seht man 
bier ſtatt v wieder feinen Werth Ox,, fo erhält man 


7) (by) * — dx, + VY1+9x,? . 
Diefe Gleichung muß nun noch einmal integrirt werden. Weil 
aber wieder x felbft nicht in ihr vorkommt, fo darf man fie 
nur nach Ox, algebraifch auflöfen, fo daß man erhält 
’ 4 





1 
: 8) dx, — (by) *—z(by)", 
:und diefe Sleihung nad) y infegriren. Dies gicht 
. _i ft 4 ir, 
b & a b’ a; 
9 steel Tr) 


wo c die zweite willführliche Conſtante if. 


Don diefen beiden Eonflanten e und b befiimmt fich aber die eine das 
durch, daß der Punkt A gegeben ift, der die Abſciſſen⸗Werthe = und B ha⸗ 
ben mag; und die andere dadurch, daß der Gleichung 1.) genügt werden 
muß, während bis jest erft der Gleichung 2.) genügt if. Setzt man aber 
a ſtatt x und 4 flatt y, fo erhält man, wenn dieſe Gleichung von der 9.) 
ſubtrahirt, alfo die Conſtante e eliminirt wird, 


ll -—— —- — + 24 _ 
10) 26 9* et) et) “ *) 


fo daß jetzt nur noch die Sonfante h beſtimmt zu werden aut 

Die Beftimmung diefer zweiten Conftante b aus der Gleichung 1.) 
kann man fich Durch nachfiehende geometrifche Betrachtung erleichtern, Da 
nämlich, wenn der Bogen s, SO if, auch OC=0O werden muß, fo folge. 
aus ber Gleichung 1.), wenn man ihr diefe andere Form giebt, 

1) SV Fox? 4y = al y-dx,), 

daß der Ausdruck x—y-dx, ber Null gleich werben muß, wenn man be⸗ 
züglich = und B flatt x und y fegt. Dies giebt, wenn man ſtatt Ox, feis 
nm Werth aus 8.) hier fubkituirt, bie Gleichung 
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—_!t +1 
a-(@) 09) *)=0: 
und diefe Gleichung, nach b aufgelöft, giebt 
1 CET] 


ß® 
alfo \ Pal 

f _1f-atVa’+Bß?\* 

12) h=-, - )- 


Dabei Fann man noch bemerken, daß Ya? +B?=OA ift und du 

wenn man den Winkel AOX = o fest, dann 

—a+Vo?+B*? _ —eospti _ (+1,49 

B sin  t-coolgio 
if. 
$. 57. 
Aufgaden, welche zu Partial: Differential: Gleichungen führen, 
Aufgabe 10. 


Man fol die Fläche finden, deren Tangential- Ebenen a 
durch einen und denfelben, mittelt der Koordinaten: WWerthe 
y, 5 gegebenen Punkt hindurch gehen. 

Sind x, y, z bie rechtwinflichen Koordinaten: Werthe ein 
beliebigen Punktes biefer gefuchten Fläche, fo ift die Gleichu 
ber Tangential: Ebene an dieſem Punkte (nach 1. De. $. 171 
Diefe: 

1) 7! — 2 = d2,(x!'—x)-+d2,(y'’—y). 
Weil aber dieſe Släche durch den Punkt (x, 9, $) hindurch ı 
ben fol, fo wird diefe Gleichung 1.) identifch, fo oft man fir 
x, y und 2bezüglich x, y und z fehreibt. Alfo hat man 
2) — 2 — 92,7 —x)+ 82,9 —y), 
welche Gleichung identiſch wird, fo oft man flaft z die Fun 
tion von x und y feßt, welche die gefuchte Fläche vorftellt. Die 
Gleichung 2.) ift alfo eine Partial-Differential-Gleichung fü 
die gefuchte Fläche, toelche auch fo gefchrieben werden kaun: 
3) 2—3 = d1.(&—H)792,.(y—9), 
und welche nun noch integrirt werben muß. 
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Man ann biefe Gleichung fogleich einfacher geftalten, wenn 
man fi) Koordinaten: Aren OX, OY und OZ denkt, welche 
wie getwöhnlich auf einander fenfrecht ftehen, welche aber durch 
den gegebenen Punkt hindurch gehen, in dem fich alle Tangentiale 
Ebenen vereinigen follen; dann wird nämlich ==} —0 
und die Gleichung der gefuchten Zläche, auf diefe Aren bes 
zogen, nimmt nun die Form anı - 

4) 2—y-02,—x-82, = 0. 
Gie gehört zu den lineären Partial» Gleichungen, wirb deshalb 
nach $. 50.) integrirt, und giebt zum allgemeinen Integral (nach 
bein Bei su $. 50., fobald daſelbſt = 1 genommen wird) 


5) — =F, wat u= z gelegt wird, 


wo F, eine gang willkührliche Funktion von u vorftelt. — 
Unfere Aufgabe bat daher unendlich viele Auflöfungen nad) ben 
unendlich vielen Formen, welche ſtatt F. geſetzt werden. 


Setzt man % ef J ſo wird die Gleichung 5.) jetzt dieſe 
Z=a+bI z oder e=axtby; 


und dies iſt' dic Gleichung einer jeden, burch ben Punkt O hindurchgehen⸗ 
den Ebene, die nach den verfchiedenen Werthen von a und b immer anders 
und anders zu liegen Eommt. — | 
Nimmt man aber 
a F =at+bu-feu?, 

ſo geht die Gleichung 5.) über in 
Ss 
Z — a+bI + z 


oder 2 ——35 
und dies iſt eine Fläche der zweiten Ordnung, deren Durchfchnitte mit Ebe⸗ 
ı um, Linien der zweiten Ordnung oder fogenannte Kegelfchnitte geben (1. Bd. 
F. 144.), und welche felbft ungählich viele fenkrechte oder fchiefe Kegel vor: 
ſtelt, nach den verfchiebenen Werthen, welche ſtatt der Conſtanten a, b, c 
gefegt werden. 


Giebt man dem F, nach und nach. immer andere folche 
Sormen; fo bekommt man noch immer andere und andere 
Geſchlechter von Erummen Flächen, welche der Bebingung 
unſerer Aufgabe entfprechen, während in jedem dieſer Gefchlech- 
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ter wiederum viele Arten von Flächen feyn Fönnen, wach den 
befonderen Bedingungen, denen man die Conſtanten a, b, ec etc. 
etc. unterwirft; und während in jeber Art wieder unendlich 
viele einzelne beſtimmte Flächen enthalten find, nach den 
verfchiedenen beſtimmten Werthen, bie flatt der Eonfanten 
a, b, e etc. elc. geiegt werden Eönnen. 


So kann man. B. F= —+b-+ea? nehmen, und man erhält 
dann aus 5.) die Gleichung 
sat rirch oder ıyz=ax’--bx’y-}-cy?, 


welches die Gleichung einer allgemeineren Kegelfläche if, die man eine Ke 
gelfläche der dritten Ordnung nennen könnte, in fo fern Ebenen burchgelegt 
werden Tonnen, welche diefe Fläche in Linien der dritten Ordnung fchneiben. 


Nimmt man aber F =logu, fo hat man aus 5.) 
=logy—logx ober z=x(loegy—lFogx), 
welche wiederum die Gleichung einer allgemeineren Kegelfläche ift, die wies 
derum ihre Epige in O hat, und welche au den tranfcendenten Kegelflächen 
gezählt werden muß. 

Es kann aber unſere Aufgabe gleich von vorn herein, nä⸗ 
ber beſtinmt werden. Macht man 5. 3. zur Bedingung, daß 
die gefuchte Fläche, außer daß fie die obige Eigenfchaft hat, 
auch noch durch die durch die Gleichungen 

6) z=ax’+bxtc und ym=x?’-+Pßx 
gegebene Kurve gehen ſoll (fo daß letztere Kurve ganz in ihr 
liegt), fo muß die Gleichung 5.) identiſch werden, fo oft 
ax +-bx+c flat z, und x2-8x flatt y gelegt wird, 
Die Gleichung 5.) geht aber durd) diefe Eubftitutionen über in 


ax+b+—=F,, wo um=x+tB iſt. 


Findet man aus letzterer Gleichung x— U—8und ſubſti⸗ 
tuirt man dieſen Werth von x in bie erſtere, fo erhält man 


7) =F,, 
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ſo daß nun die Form Fu völlig beſtimmt iſt. Die Gleichung 
5.) giebt daher dasmal, meil — — — iſt, 





x 
7 
x (2 + y—Px 
oder | 
8) (y— Bx)z = aly — PX)? +bx(y—Px)-tex?; 

‚und dies ift die Gleichung einer völlig beftimmten Fläche der 
zweiten Ordnung. | | 
Daß Übrigens, wie auch die Funktion F, genommen werden mag, die 
Gleichung 5.) allemal eine Fläche ausdrückt, welche durch Bewegung einer 
| durch O hindurchgehenden Geraden een wird, geht daraus hervor, 


Ä weil für alle Punkte der Fläche, für welche 7 denfelben conflanten Werth « 


; behält, auch allemal — denfelben conftanten Werth F, hat, was nur dann 
der Fall ift, wenn alle diefe Punkte der Fläche in einer und derfelben, burch 
die Sleichungen z =a und Z=F, oder 

y—ax=0 mb z—F,.x=0 


gegebenen Geraden liegen. 
Man vergleiche hiermit noch den $. 188. des I. Bd8.). 


Anmerkung Hätte man unter ben Flächen der 
zweiten Ordnung, alfo unter den durch die allgemeine 
Gleichung 

4) a22-+by2-tex24daz-teyz-Haytgrthy+Hkx = 0 
gegebenen Flächen Diejenigen geſucht, welche der in der Aufgabe 
geftellten Bedingung entfprechen, nämlich der Bedingung, daß 
alle ihre Tangential: Ebenen durch einen und denfelben Punkt 
hindurch gehen follen, den man zum Anfangs: Punkt der Koor- 
dinaten nehmen kann, — fo wäre die Form von F, bereits 
gegeben geweſen, und man hätte dann am beften fein Ziel er 
reicht, wenn man die Gleichung 1.) nad) x und nach y diffe 
renziirt, aus den dadurch erhaltenen Gleichungen und ber 1.), 
und ber Partial-Gleichung 4.) fowohl z, als auch dz, und 
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dz, eliminirt hätte. Die dann entfiehende Gleichung muß nis 
lich ibentifch werden für jedes x und für jedes y. Orbdnet mas 
fie alfo und fegt man dann die Koefficienten von x, y, x®, 
xy, y? einzeln der Null gleich, fo erhält man die Bedingungs⸗ 
Gleichungen zwifchen den Koefficientn a, b, o,d,e,£ g h, 
k, 1, welche erfüllt feyn müflen, damit die Gleichung 1.) ak 
Kegelflächen der zweiten Ordnung vorfielle, während bie Koen 
dinaten⸗Axen durch die Spitze derfelben gelegt find. 


Aufgabe 11. 


Man fucht eine Fläche, deren Tangential- Ebenen alle wit 
einer und derfelben gegebenen Geraden parallel laufen. 

Nimmt man leßtere Gerade zur Are OY, und nimmt man 
durch einen beliebigen Punkt O Derfelben, OX und OZ fenk 
recht auf OY und auch fenfrecht auf: einander; — find ferner 
x, y, z die auf biefe Koordinaten⸗Axen begogenen Koordinaten⸗ 
Werthe eines beliebigen Punktes der geſuchten Fläche, fo iſt die 
Gleichung einer Tangential⸗Ebene an dieſem Punkte 

1) «!— y!.d2,—x.d.,ra=0. 
Damit aber diefe Ebene mit der Are OY parallel ſey, uf 
man, weil jede mit OY parallele Ebene durch eine Gleichung 


von der Form 
| . —bx+a=0 
ausgedrückt if, 


2) 82, = 0 
nehmen. Diefe Gleichung 2.) ift alfo bie Partial-Gleichung 
ber dasmal gefuchten Fläche. Gie liefert, wenn man fie integrirt, 
3) ı—=F,, 
wo F, eine gang willführliche Funktion von x vorftelt. 

Diefe Gleichung 3.) läßt fehen, daß die gefuchte Fläche 
eine allgemeine Cyliuder⸗Fläche if, deren Geiten auf der Koor⸗ 
dinaten- Ebene XOZ fenkrecht fiehen. | 

Sol aber die gefuchte Fläche noch der Bebingung genü⸗ 
gen, daß eine durch die Gleichungen 


⸗ 


j 
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9,9: 0 und P.. y. * D 
gegebene Kurve ganz und mit allen ihren Punkten in ihr liegt, 
fo finde man aus dieſen letztern beiden Gleichungen y und z, 
in x ausgedrückt, und feße den für z gefundenen Werth zu 
ſtatt z in die Gleichung 3.) und man kat F, fo beftimint, bag 
die Gleichung 3.) die Cylinder: Fläche giebt, welche auch noch 


‚ dieſer lebten Bedingung genügt. . 


u. v - 


Anmerfung 1. Hätte man unter ben Flächen der zwei⸗ 


ten Ordnung alle Diejenigen gefucht, deren Tangential- Ebenen 


alle mit der zur, Are OY angenommenen Geraden parallel laus 


-fen, fo hätte man aus der allgemeinen Gleichung der Flächen 


der zweiten Ordnung, zuerſt z, dann dz, gefucht, letzteres aber 
ber Null gleich gefeßt, dieſe Gleichung nach x und nach y ge 
ordnet, und zulegt die Koefficienten von x, y, x?, xy, y? etc. 


ete. einzeln der Null gleich gefeßt. Dann hätte man die Be: 


dingungs- Gleichungen (swifchen den Koefficienten der allgemeis 
nen Gleichung für die Zlächen der zweiten Ordnung) erhalten, 
welche erfüllt ſeyn müffen, damit man jedesmal die Gleichung 
einer Cylinder- Fläche habe, deren Seiten mit OY parallel laufen. 

Anmerkung 2. Hätte man in der allgemeinen Aufgabe 
de8 Paragraphen, die Are OY micht mit der gegebenen Gera- 
den zufammen fallen laſſen, fondern hätte man die Koordina- 
ten⸗Axen beliebig gelegt, Die Gerade aber dann durch Die 
Gleichungen 

1) y und z’U=nxl-k 

gegeben, ſo hätte man die Gleichung einer jeden mit dieſer Ge⸗ 
raden parallelen Ebene fo ſchreiben müſſen, nämlich (nach I. Bd. 
pag. 465. Note) | 


2) z! = (n—bm)x’--by!--c. 


. Damit aber dieſe Ebene Tangential-Ebene an dem durch x, y, 


z beftimmten Punkte der gefuchten Zläche fey, muß man 
3) dz,=n—bım und &,=b 
nehmen; und diefe beiden Gleichungen, wenn man b elininirt, 


| geben 
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4) öz,.-m-dz,—=n 
als die Partials Gleichung der gefuchten Fläche. 
Diefe Gleichung wird wieder nach $. 50.) integrirt und gicht 
5) zn =F, m u=-y—m iſt, 
während Fu jede beliebige Funktion von u vorſtellt. 

Diefe Gleichung giebt für alle Werthe von x und y, für melde 
y—mx denfelben conſtanten Werth a hat, auch für z—nx einen mb 
benfelben conftanten Werth F,. Daher liegen alle dieſe Punkte in eine . 
und derfelben Geraden, die mit der 1.) parallel if. Die in 5.) gefunden 
Fläche wird alfo durch Bewegung einer mit der 1.) parallelen Geraden be 
fchrieben; fie it daher allemal eine (allgemeine) Eylinderfläche. | 

Sol nun die Funktion F, näher beftimmt werben, fo muß 
man auch die Aufgabe felbft näher beftimmen. Sol z. B. bie 
gefuchte Fläche noch durch die, mittelft der Gleichungen 

6) y xt mb z=yx’+öx-e 
gegebene Kurve hindurch gehen, fo feße man, um F. biefer Be. 
Dingung gemäß gu beftimmen, diefe Werthe aus 6.) flatt y und 
z in die Gleichung 5.); und man erhält 


N tönt, m u-@-mehe 


— ‚und 
—m 





Findet man aber aus der letztern Gleichung ı=— un 





feßt man biefen Werth von x in die erftere der Dlehuthen | 
7.), fo ergiebt ſich 
öo—n,. 
Gomylu-R+ — E- 0e =F,, 
wodurch die Form der Funktion F. gefunden if. 
Die Sau 5.) der gefuchten si wird nun 
9 = m + mt 


und diefe Släche genügt alfo nun allen Bedingungen der Auf 
gabe. Sie ift eine Eylinder-Fläche der zweiten Ordnung, welche 
von jeder Ebene in einer Ellipſe (wenn nicht in zwei parallelen 

Geraden) gefchnitten wird. 





3) 





a—m 





Auf 
TE 
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Aufgabe 12. 
Man fol eine Släche finden, welche die Eigenfchaft hat, 
daß jede Tangential- Ebene an irgend einem Punkte derfelben, 
‚Pe längs einer Linie berührt, fo daß die Tangential- Ebenen an 
len Punkten diefer Linie in eine und dieſelbe zufammen fallen. 
Da diefe Aufgabe bereits in der Note zu pag. 461. des 
L 2368.) gelöft ift, fo fchreiben wir bloß hier die dort für dieſe 
e bereits gefundene Partial- Gleichung (der zweiten Ord⸗ 
ung) ber, nämlich 
1) 8°2,.8°2,— ('2,,,)? = 


allgemeines integral muß zwei — Eunftionen 
fich aufnehmen. 

Wir wollen dieſe Sleihung 1.) dadurch integriven, daß 

ir zunächft ein befonderes Integral auffuchen, und dann 
aus diefem ein allgemeines abzuleiten trachten (nach dem 
Mufter des $. 52. N. 2.). Man bemerkt aber leicht, daß der 
Bleichung 1.) genügt iſt, wenn man 

9°, = 8°, =d"1z,,—0 
nimmt. Aus 8°,—=0 folgt aber 8. —f, b. h. 8z, 
nach x conflant; und aus Br'iz,,—=0 folgt d,—g,, 
db. 5. dz, auch nach y conftant. Alfo muß man 
82, =a 

nehmen, wo a conftant if nach x und nach y. — Aus gan; 
analogen Gründen muß 











N 


82,—=b 
genommen werden, wo b conftant iſt nad) x und nach y. Alfo 
muß man 
29) 2-a—by—c=0 oft F.=0 
nehmen, wenn man ein befonderes Integral der Gleichung 1.) 


baben will, wo a, b, c nach x und nach y conflant End, und 
Bb. L 72 
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wo man ben Ausdruck z—ax—by—c burh F,,. be 
geichnet bat. 

Denft man fih nun a, b unb c als ganz willführlic 
Funktionen von a, und a ſelbſt als bie durch 

3) af, —=0 oder .d2,4y-9b,+d,=0 
gegebene Funktion von x und y (und z), fo wird bie Gleichung 
2.) der Partial-Gleihung 1.) noch genügen, aber willführlidy 
Sunftionen a., b, und c„ von einer befimmten Funktion a 
von x und y (und z) enthalten. Man hat alfo nun eine Art 
. aligemeine® integral ber Partial-Gleichung 1.), wenn auch J 
einer wenig bequemen Form. 

Die Gleichung 3.), wenn man ſolche durch Da„, oder 
durch Ab, oder durch dc, dividirt, läßt übrigens fchen, daft 
man je zwei der drei Buchſtaben a, b, c ale Zunktionen des 
dritten anfehen Eönne, und daß dann nur dieſer britte aus dar 
Gleichungen 2.) und 3.) eliminirt werben dürfe, um bie geſuchtt 
Integral⸗Gleichung, welche jegt nur noch zwei willkührlich— 
Sunftionen enthält, zu erhalten”). t 

Setzt man alſo wa c=a, fo erhält man die Glei⸗ 
hung ber hier gefüchten Zläche, wenn man aug 


4) 2— 2, s—bu.y—a—=0 
und 
5) * x-da,+y-db,+1=0 


den Beränderlichen « eliminirt. 


Weil aber die Gleichung 4.), fo oft « irgend einen bes 
flimmten Werth hat, die Gleichung einer Ebene ift, fo ſtellen 
die beiden Gleichungen 4.) und 5.), wenn fie für jedes « ger 


*) Diefelbe Partials@leichung ber zweiten Ordnung hat auch ein ers 
ftes Integral, nämlich _p 
1* 


p 
wenn de, Sq, de, Sp geſetzt wird, und wenn F, eine ganz willkühr⸗ 
liche Funktion von p vorſtellt. 


a 


$. 57. M. 12. Geometr. Hufgaben. 259 


meinfchaftlich ftatt finden follen, die Gleichung jeder Fläche vor, 
welche durch Bewegung einer Ebene entficht, d. h. jeder ab« 
wickelbaren Bläche (nach I. Bd. $. 187.). — Benutzt man 
Diefe Bemerkung, fo kann man auch leicht noch die beiden will⸗ 
Führlichen Funktionen a,.und b, fo befimmen, daß die Fläche 
ſelbſt noch zweien Bedingungen genügt. 

Soll z. B. die geſuchte Fläche noch durch zwei, mittelſt 
Der Gleichungen 


6) | y_-P und z=y" 
und 
7) y— pl; und 2 — u, 


ngebene Kurven hindurch gehen, ſo wird bei irgend einer feſten 
Aege der ſich bewegenden Ebene, die Tangente der erſtern Kurve, 
on einem Punkte, welcher den Abſciſſen⸗Werth B bat, ganz in 
er Ebene liegen, während Baffelbe auch von der Tangente 
andern Kurve gilt, nur dag ein anderer Berührungs: Punkt 
wird, welcher ben Abfcifien: Werth » haben mag. Dabei 
d B und y offenbar unbekannte Sunktionen von «. 

Da nun die Gleichungen der erftern Tangente (nach $. 180. 
d. I. 88.) dieſe find: 

8) YR— 7 (x&— PB) und 2, u 7E (x—P), 
und die Gleichung der Ebene 4.), weil fie durch Denfelben Ber 
Führungs: Punkt gehen foll, dieſe ift: 

9) 19 — du’ @—P)+bu (y—PJ) 
fo müflen diefe aus 8.) gegogenen Werthe von y und z, bie 
Bleichung: 9.) ibentifch machen. Dies giebt aber die Gleichung 

I. Ob, = = 2489; be. 

Die Gleichungen der zweiten Tangente ſind 
10 y—o,=dgpl, X—) und z— U, = dl, (X 9); 
und. Diefe Werthe von y und z in die 9.) fubftituire, müſſen 


letztere wieder ibentifch machen. Dies giebt aber die Gleichung 
| vı* 









P 
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I. = = 2,4089, ba. | 
Zur Beſtimmung von nr und » hat man endlich die Gleichung 
4.), welche ibdentifch werben muß, einmal wenn die Koorbins 
ten» Werthe des einen Berührungss Punktes (B, @,, ı,), dam 
aber auch wenn bie Koorbinaten- Werthe des andern Berührungt⸗ 
Punktes (y, P',, W,) bezüglich flatt x, y, z geiett werben. 
Dies giebt die Sleichungen 

I. Y—P° Au 9, ba—a—0 

IV. Yu —y aa — pl, b—a= 0. 

Eliminirt man nun aus den vier Gleichungen I.—IV.) 
ſowohl RB ale auch », fo bleiben zwei Gleichungen übrig, melde 
a, und b, in a ausgedrückt liefern, fo dag nun biefe anfäng 
lich willkührlichen Funktionen den jebigen Bebingungen gemäß 
beftimmt find. | 

Subftituirt man zuletzt dieſe Werthe flott a, und b, in 
bie Gleichungen A.) und 5.), und eliminirt man dann « 
dieſen beiden Gleichungen, fo hat man die Gleichung der Fläche, 
welche allen gegebenen Bedingungen entfpricht. 

Es feyen 3. B. die Kurven gegeben 


y-9, um’, ı=y =ıx”, 
yo, mſxꝰ, zı=ıy =nx?’; 


fo hat man —=2mx, dy,=2nx, dp, —2m’x und I, = Ari, 
Die vier 333 1.—IV.) werden nun folgende: 
1%) 2nß = a-42mß-b, 
2%) 20’y=a+2m’y-b, 
3) nß? —B-a— mpß?-b—a=0, 
a) ny?—ya—my?-b—a=0, 


Sindet man aus den beiden erftern Gleichungen 


— a — A 
PP -Imb und Ir mb’ 
und fubftituirt man diefe Werthe in die Gleichungen 3°.) und 4/.); divibirt 
man lettere Durch a? weg, und fubtrahirt man fie dann von einander, um 
a zu eliminiren, fo erhält man eine Fubifche Gleichung zur Beſtimmung 
von b, welche Fein a enthält, welche alfo b eonftant liefert. — Die eine 
der Tetstern beiden Gleichungen giebt dann a=c-Ya, mo c auch eine in 
m, n, m’, n’ ausgedrüchte Conſtante vorſtellt. 
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Die Bleichungen 4.) und 5.) werden nun, weil &b,—0 if, 
z—cx-Ya—by—o==0 unb Da +1=0, 


Iiminirt man « aus beiden, fo ergiebt fich em 

z+4c?x?—by= 
es ift alfe bie Gleichung der hier gefuchten Cabmideburen) Släche, welche 
stere dasmal von der zweiten Orbnung iſt. 


Achtes Kapitel. 





Noch einiges Über beſtimmte Integrale; als Fortſetzung bei fi 
weiten Kapitels. 
DVorerinnerung. 


Es iſt oft wünfchenswerth, daß man in den Fällen, wo das allgemeim 
integral entweder nur in unendlichen Reihen, oder in anderer. unbequemer 
Form hergeftellt werden kann, den Werth eines beſtimmten Integrals zwiſchen 
völlig beſtimmten, in Ziffern⸗Werthen gegebenen Grenzen, 3. B. zwiſchen 0 
und &, oder zwiſchen —o und wo, ober iwifhen O0 und 1, u. d. gl. 
anzugeben wife. — Wir wollen daher hier einige Methoden geben, die man 
zu diefem Behufe anwenden Tann. 


$. 58. 

Eine fehr einfache Methode, Werthe von Beftinnmten Ins | 
tegralen zu erhalten, befteht aber darin, daß man von befanw 
ten, oder leicht zu. findenden Integralen und ihren Werthen aus |, 
geht, und folche nach einem zweiten Buchflaben, den fie nod 
enthalten, integrirt oder differenziirt. Nachftehende Beifpiele wer 
den Dies näher erläutern. 

Es iſt 

ee 


1) Se h. dx— ——. 


Daraus folgt; wenn k pofitiv iſt, weil dann e”" für <—= 
der Null gleich wird, Ä 





—hıx — 1 . 
J. . ge :dx = gen k pofitiv). 


Denkt man fih alfo z poſitiv und ſtatt k gefeßt, und 
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Bann lines und rechts das Integral nach z genommen zwiſchen 
Den pofitiven Grenzen a und b, fo erhält man: 


2) Su (Se dx) da=lgb—loga= lg. 


Beil man aber links daſſelbe Nefultat erhält, wenn man bie 
Drdnung ber Integration umfehrt (nach $. 23.) und weil (nach 1.) 
j —bx — ax 
— . - "te 
Si bra. ‚da x 
ift, fo giebt die 2.) noch 
- ax -bı 
I. FT. 0 - 
fo dag man nun IL) aus 1.) auf dem befchriebenen Wege er 
halten hat. | 
Es if ferner (nach 1.), wenn i die V—1 vorftelt, 
-(k+4-ix q. . . ix 
SH — - __k&k er — 
Setzt man bier links und rechts ſtatt eT«+4-D= den gleichen Aus⸗ 
druck e N". (cosbx—i-sindx) oder e”"".cosbx—i-e"". sindx, 
und zerlegt man links und rechts die Ausdrücke in zwei Theile, 
wovon der eine Fein ı, der andere aber ı als Saftor enthält; — 
und fest man dann die reellen Theile einzeln und die imaginä⸗ 
ren Theile einzeln einander gleich, fo erhält man 


Jet".00s bad = Ks — — 2 


0.cos6x-H-k-sin 0x 
" k?--02 ’ 


*) Diefelben beiden Reſultate erhält man auf ganz bireftem Wege, 
4s-i —/I1. 
indem man flatt cos6x und sin dx ihre Werthe ti und 


edx-i_ erds-i 


—— fat, mit '* wirklich multiplieirt und dann geradezu 
integrirt. 


. dx = log * (wenn a und b pofitiv), 


S e =. sin dx.dx = — er), 
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Iſt nun k pofitiv, fo wird fr x=o, eder Mi 
gleich; und man erhält 


II, Sc .cos dx» = gr 
(wenn k pofitie). 


IV. Sk sin dx. dx = 


Will man nun aus dieſen beſtimmten Integralen, noch 
neue beſtimmte Integrale finden, fo darf man nur bie erhalte 
nen Gleichungen links und rechts nad) einem darin vorkom 
menden Buchftaben differenziiren oder integriren (letzteres zwi; 
fchen gegebenen Grenzen). Integrirt man 5. B. die IL) Ins 
und rechte nach 6, fo erhält man, weil | 


in 0x 19 
Se ".cos dx. "= —— und — —J— 


iſt, und wenn man die Integrale zwiſchen den Grengs Werthen 
a und b von 6, nimmt, 





——kx ° ° 
e” «(sin hx — Sin ax) 


Ib_ITa mi fitio) 
ig k poſitw. 


Dieſelben Reſultate ergeben ſich auch noch leichter, wenn man theil⸗ 
weiſe integrirt, d. h. die Formel 8. 4. N. 3.) anwendet. Dadurch befommt 
man Gleichungen, aus denen ſich die Integrale auf algebraiſchem Wege 
finden. Man erhält nämlich durch theilweiſe Integration 

—kx 

Je ?.cos ix.dx = eye: GE": sin 8x -dx 

und 


— 


fe. sin&-k=— —— cos hx · dx. 


Bezeichnet man nun die beiden geſuchten Integrale bezüglich durch u und 
durch v, fo hat man mei Gleichungen zwiſchen u und v Calgebraifche vom 
erften Grade), aus denen nun fogleich Cdurch algebraifche Auflöfung derſel⸗ 
ben nad) den beiden Imbefannten u und v) dieſe Imbefannten u und v ge: 
funden werden. 
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Züe a0 folgt Hieraus, wei „0-0 if, 


—kx 
«sin bx 1b 
VI S. 3 a .dx = * 7 (wenn & pofltiv). 


Denkt man fih nun k swar pofitiv, aber unendlich Elein, fo 


wird 7 unendlich groß und mit b zugleich pofitio oder ne⸗ 
gativ; alſo nähert ſich 7 unendlich nahe dem +, 
wenn b pofitiv, und dem _ wenn b negativ; und fo 





2 
kann man folgern, daß für k=0 als Uebergang hervorgeht 
dr 00 dien lee im 


Dieſes integral wird in vielen * mit Erfolg angewendet. 
Integrirt man die IV.) nach 0 zwiſchen den Grenzen a 
und b, fo erhält man, weil 
—ıx 
Se "-sin x. =— —— 
x 


und | Ser = ylog (k?+8°) | 





vH. e”"*.(cos ax— cos bx) .dx 
+0 x k b2 
= +log —— (wenn k pofitio ich. 


Integrirt man Dagegen bie IV.) nach k, fo apäle man, 
wegen 


—kxı 6 f 
. . e . Sin X si 


fogleich (wenn man Finke und rechte die Integrale zwiſchen 0 
und k nimme) 


. ko. , 
S[ sindx .__ < sinds, _ Ik 
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fobald nur k pofitio if. Addirt man aber hierzu die Gleichung 
VI), nachdem man in Ießterer vorher 9 flatt b gefegt hat, fe 
erhält man 


sin 0x 1k 19 
— rtter 

während die beiden Bogen zur Rechten pofitto find, wenn $ 
pofitiv, und negativ, wenn 6 negativ ifl, — die Summe der 
felben Bogen aber allemal ix if. Alfo hat man das Nefub 
tat VII.) noch einmal, und ohne daß man das dortige k, weh 
ches immer pofitiv ift, der Null gleich zu nehmen braucht, wir 
dort gefchehen if. 

Integrirt man eben fo bie III.) nach k gwifchen den Greu⸗ 
gen O und k, fo erhält man fogleich: 
\ — ei .00: 2 2 
iX. * e eos x. x ylog +0 (cn I of 

Wird nun bier h ſtatt k gefeßt, und biefes neue Nefultat 
von der IX.) felbft wieder fubtrahirt, fo ergiebt fich noch 
—hx —ıın, 2 2 

X. — rue. = Ho (wenn hu. k pofitiv). 

Sest man in VL) h flatt k, und fubtrahirt man die III) 
von diefem neuen Refultate, fo ergiebt ſich Dagegen, wenn noch 
Ö ſtatt b gefeßt wird, ' 
(Re ®). sin dx ‚dx 








XI. 
0 x 
19_19 
ig h ig k 


_1k Ih, 4 
=,9 5% ) (wenn k und h pofitiv) | 
Differengüirt man alle diefe Nefultate wieder nach h, nad 
k, oder nach ©, oder nach b, ober nad) a, etc. etc., fo er! 
hält man immer wieder richtige Nefultate, jedoch Hier meiſt 





3m pi i. 
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bie vorher fchon bekannten, oder aus dieſen keit luſammer— 
ſetzbaren *). 


$. 59. 

Diefe vorftehende Methode beſteht alfo zum Theil darin, 
baß man das gefuchte Integral —y ſetzt, dann für dy, fer 
nen Merth f, zu finden trachtet, um dann aus ber gefundenen 
Sleihung i 
| dy. 
durch Integration nach k, den Werth von y zu erhalten. 

Dieſes Verfahren verallgemeinert man aber, wenn man, 
ſtatt ſich die einfachſte Differential⸗Gleichung Dy. ⸗ fF, zu 
verſchaffen, überhaupt eine Differential⸗Gleichung zwiſchen dy. 
und k, in welcher aber auch y ſelbſt noch vorkommt, zu er⸗ 


— —— 





*) Nimmt man das Reſultat VER) und differengürt man folches nach 
b, fo erhält man 
Sa. 000s bx-dx=0; 


ud dies Reſultat it offenbar unrichtig, weil man nad) $. 20.) das Inte⸗ 
gal als eine Summe aller fetig neben einander liegenden Werthe von 
cosbx-dx anfehen muß, folche Summe aber für alle Werthe von x von 


0 hi =, dann wieder von * bis =, dann wieder von * bis 


*. u. ſ, f., überhaupt von ar bis u tim — —, , einzeln der Null gleich 
wird, alfo im Ganzen —* ebenfalls M Null gleich werben müßte, 
wenn man annehmen Fönnte, daf © von der Form = it, won ſelbſt 


unendlich groß iſt. Nimmt man aber co von ber Form te, m 
mann unendlich groß fich denkt, fo erhält man wegen 
Jcos bx- dx = — sin bx, 


ſegleich /._..ncos bx-de= 1. »sin o, mo @ beliebig groß ift. 


De Grund der obigen Inrichtigfeit Liegt hiernach darin, daß 
So... 0605 bx:dx. überhaupt Feinen beftimmten Werth hat, fo daß natürlich 
auch Feiner gefunden werden kann. 
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balten und diefe dann zu integricen ſucht. Dies Verfohren 
mögen nachſtehende Beiſpiele näher nachweiſen. 
A. Sucht man z. B. 


sin ax 
1) T..: x ar ix y, 
fo erhält man, wenn dieſe Gleichung zweimal hinter "einander 
nach a bifferenzürt wird, ‚einmal 


cos ax 
2) J.. +0b?-+x? de = u 


und dann 


3) — Sf sin ax» .dx = dey,, 
240 | 
während daß letztere integral auch fo geſchrieben werden kann 
SE (bI-FRP)— b? .dx Ä 
| x b?--x? | 


= (Fr. SEE 1 
— x Ders: 


Denkt man ſich alfo & pofitio, fo daß T... sin 0x dx= ir 


(nach $. 58. VIL) genommen twerden kann, fo pre die 3.) zu 
der Differential- Gleichung 
4) yu—b’y+3x=0. 

Integrirt man nun dieſe Gleichung, welche lineär und von der 
gweiten Ordnung ift nach $. 42.), fo erhält man y mit zwei 
willkührlichen Conftanten; und beſtimmt man nachgehends dieſe 
beiden Eonftanten, den vorhandenen Bedingungen gemaß— ſo hat 
man das geſuchte y ſelbſt. 

Um dieſe lineäre vollſtändige Gleichung in eine reducirte 
it bertanden fege man 








9) vi —7z alfo Oya = 2, und O’yu — 9°: 
Dann erhält man aus 4.) 
6) 8°z,— b?z = 0, 


und dieſe, integrirt, giebt 
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7) | z—C.e*-+Cl.e“, 
wo C und. C! die beiden mwillführlichen Conftanten find, welche 
jegt noch beftimmt werden müſſen. Weil aber der Werth von 
y, wenn auh ao gedacht wird, nicht felbft unendlich 
groß werden Tann, dies aber bier der Fall feyn würde, wenn 
nihte C=0 märe, fo hat man hieraus 

8) C=0 und z—Ci.e”* 
wo bloß noch die Eonftante C’ gu beftimmen bleibt. Um diefe 
zu beftimmen, nehme man die Gleichung 2.). Sie giebt 


M ꝓCosS ax- dx dya ⸗ da, = —bOr.e, 
Und weil dies Integral für «= 0 zur Linken in 


⸗ —— dx = 1,17 z| __ zu Boot; | 
bt L g bl b (wenn b pofitio if), 
zur Nechten aber in — bC! übergeht fo folge 0-5, 
alfo 


1 j ı 
9) = —n und = ne; 
alſo | 
| J 
10). ne, 


*) Es Fönnte feinen, daß man nit «= 0 ſetzen dürfe, weil vorher 
a poſitix vorausgeſetzt worden iſt. Man kann ſich aber bloß « poſitis und 
mendlich klein denken, dann abet /u..gcos ax- n .dx in zwei In⸗ 
tegale zerlegen, wovon das eine von O bis k, das andere von k bis o ges °_ 
warmen it, — zulett aber k=- nehmen, wodurch k felbft: unendlich 
groß wird, fo wie « unendlich Fein gedacht if; und man überzeugt fich von: 
der Richtigkeit der obigen Zolgerung, wenn man noch bemerkt, daß alemal, 

4 egefihen vom Vorzeichen, na $. 24. V.) \ 


Jo0008 aX° J ·dx iſt, 


daß daher das erſtere Integral nothwendig zwiſchen — a, er, und + 36 liest. 


i 
J 
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IX == — (1—e”"*) (wenn b u. a pofitiv). 


.. re Gleichung nach @, fo erhält man | 


. \ Tc — 
„dx —e ba (wenn b und & gojitiv). 
ot Ob 


.. „an Diefe Gleichung noch einmal nach «, fo 
MA uxX 1 To _be 


W Ux 5 20 (wenn b und — pojitie). | 
EB u 2 - 
! 


u anderes Beifpiel zu nehmen, fey 


n S, ne" »cos bx-dx | 
Man erhält fogleich \ 


u —ı’,2 . 
Yu: Sare «x X sın bx dx, 


>. ve man rechts nach x Lheilmeife integrirt, 


—a’y? 
%& 


or . b 
Ya 1 N sin bx | — —f/ e 
iu ° . I? +0 ala 


1} 


-cosbx -dx- 


ne ſich nun a poſitiv, fo verfchtwindet das erſte Glied 
Yan, ſowohl für x—= 0, als auch für x—= wo, und 
ar daun ſogleich, mit Zuzichung der 1.) die Gleichung 


dz, + a z—(0 (wenn a pofitiv). 


Nessie Gleichung, integrirt, giebt 


_b’ 
ı-(C:e ”, 


in zu beftimmende Conftante if. Setzt man aber 
std man, daß C der Werth von z ift, den folcher 
anime Mar bat alio 


' =/[, er " dx 


AV eh) N 2. Aume 3.), wenn man ax —=t ſetzt, 
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7) . | , C — Sue dt, 
Alfo findet man auf unferem Wege aus 5.) 
8) Sue“ cos hx · dx 
* 
= ae “ So dt " (wenn a pofitio); 


und es bleibt bloß noch dieſes Ichtere integral zu finden. 
E Saplace, ber das vorfichende Integral z auf diefem Wege zu 
' finden unternommen hat, bat auch den Werth dieſes Iegteren, 
Degen feiner Anwendung in der MWahrfcheinlichkeits: Rechnung 
bemerfensmwerthen Integrals beflimmt. Man kann namentlich 
 diefen Werth auf folgende Art finden: 

Sest man nämlich 


SartayE ” dx = k, 


Ar 


fo ift auch 





S: —— Zu .dy= — k; 
folglich hat man, wenn man diefe beiden Gleichungen mit cin 
anber multiplicirt, weil man bei jedem Integral einen conftanten 
Faktor außen ſtehen laffen, oder auch unter das integral :Zei- 
| chen mit hineinziehen kann, 
Ä Sara Sa+-08 er -dx)- ).dyke 
| Setzt man nun 
et, —q, 
fo wird a | 
| k? = Ser 1-a)2" 48). dy. 
Denkt man fih nun x, y, z als rechtminkliche Koordinaten 
Werthe der durch die Gleichung z= et) gegebenen 
Fäche (welche um OZ herum nach allen Seiten hin fich in's 
Unendliche ausbreitet, dabei aber der Ebene XOZ rings um OZ 
herum in unendlicher Entfernung von OZ unendlich nahe Eommt), 
fo ſtellt x2 offenbar den Inhalt des von diefer Oberfläche und 
‚von der Ebene XOY gebildeten Körperd vor. Und da fich der: 


et mm 1a 1. B 
„oa 


po I 
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felbe Inhalt auch noch dadurch findet, BD: 
als gemeinfchaftliche Are, unendlich v& er/e 
denkt, bern Grundflächen den Ku 
der nach und nach von O an bis inss 
endlich Eleine dr wächſt, — und zul⸗ 
Hohl⸗Cylinder addirt, — fo fi = 


k? = 2x-/,. 
Run ergiebt ſich aber, wenn v 
fe rd=} 


alfo wird 

| —9 

Man hat alſo nun gr’ f 
x, Sorte z 


on A 


Daraus folgt u . ⸗ ux = 02»- 
XV. fi „chungen die Integral 
7 egrire man bie 3.) und 4.) 


wobei ed nach $. 4. N. 3., indem man e" 
5* erhält nach $. 34.), weil der außerhall 
> 8 zu ſtehen kommende Theil an beiden Gr 
Li und für x 0) verfchtwindet, und weil das 
5 ſich jedesmal als eine Summe zweier © 
gen Fäßt, augenblicklich 


— — a — n 
und 
a n 
6) 0z, = dy. 4 db J- 


Aus diefen beiden Gleichungen muß nun y und 
gration gefunden werden. Man muß daher dami 
man z, d7, etc. etc. eliminirt. Zu dem Ende ı 


Gleichungen 5.) und 6.) zuvor noch einmal differen 
Man erhält 
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Dieſe Formel hat ſchon Euler gefunden. Setzt man in ihr 


z—e”, fo erhält man alfo aus ihr fogleich wieder die obige 
XV.) des Laplace. 


$. 60. 


Beftimmen wir noch mittelft derfelben Methode den Werth 
y des ntegrals 


1) | Sant de = y- 
Differenzlirt man zu dem Ende diefe Gleichung nach a, fo er: 
hält man 

2) .— af, ne . a dx =dy. 


Für = — geht diefe Gleichung, wenn man a pofitio 
ſich denkt, über in 


3) TO 7.4 =y, = —Y,,e "de. 
Die Gleichungen 1.) und 3.) führen daher zur Gleichung 


4) 8,72, =0. 
Integrirt man nun dieſe lineäre Gleichung, ſo erhält man 
5) —C.e®, 


Für a=0 findet man hieraus C als den Werth von der 
für a—0 ” ergiebt, d. 5. 


6) C=f,.e "dx 4yx (nad) XV.) 
Alfo findet fi) aus 5.) 


xvm. AR Er je. y 
| wobei wiederum zu bemerken, daß daſſelbe Integral, aber zwi⸗ 
(hen den Grenzen — und a genommen, (nach $. 24. 


IL.) den doppelten Werth hat. 
9 n. 18 
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$. 61. 


Einige andere Beifpiele zur Methode der vorhergehenden 
Paragraphen wollen wir aus Poiſſon's Abhandlung über ke 
flimmte Integrale in dem Journal de F'école polytechnige 
Cah. XVI. und XVII. entnehmen. 


Sind die beiden beftimmten Integrale 


1) Sc xx .c0sax-dx=y 
und 
2), Se” x"1.sinax-d< — 2 . 
zu finden, fo differengüire man beide nach a. Man erhält dann 
3) — [ex sin ax-dx = dy, 
und 
4) Sn. je” x”.cos ax · dx = d1.. 


Um nun aus biefen Gleichungen bie Integral⸗Zeichen elimin⸗ 
ven zu Eönnen, integrire man die 3.) und 4.) zur Linken theil 
weiſe (d. h. nach $. 4. N. 3., indem man e””" ftatt % fegt); 
und man erhält nach $. 34.), weil der außerhalb des Integtal⸗ 
Zeichens zu ftehen kommende Theil an beiden Grenzen (d. h. für 
x—0 und für x— oo) verfchwindet, und weil dag noch bleibende T 
integral fich jedesmal als eine Summe zweier Integrale ſchrei⸗ 
ben läßt, augenblicklich 





a n 
5) =— d 
und 
a n 
6) 0z, = dy. 4 BT’ 


Aus diefen beiden Gleichungen muß nun y und z durch Inte⸗ 
gration gefunden werden. Man muß daher damit beginnen, daß 
man z, 87, etc. etc. eliminirt. Zu dem Ende muß man beide 
Gleichungen 5.) und 6.) zuvor noch einmal differenziiren (nach a). 
Man erhält 
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7) 2 a . dν 
| 8) 9-1. aut -Ö’y,. 


Subfituirt man nun die Werthe aus 6.) und 8) ſtatt 
Bz, und d22, in die Gleichung 7.), fo ergiebt fich 


2 2 
9 (1 +) ED y=0. 


Dies ift nun die Gleichung ohne z, welche y zu Kiefern bat. 
Sie ift zwar eine lineäre Gleichung, aber mit veränderlichen 
cienten. Um fie daher integriren zu Eönnen, führe man 
neuen Beränderlichen t ein, mittelft ber Gleichung 
| 10) re oder ag 
Dadurch geht die Gleichung 9.) über in 
511) b?.8°9,-4-2nba-dy+n(n--1)(b?-Far)y= 0, 
u flatt a überall b-ig t gefegt werden muß. 
Nun wird abermals. ein neuer Veränberlicher u eingeführt 
ift der Gleichung 
12) y=(b?+a?!)”u= b’*(sec , 
m ein noch unbeftimmt gelaffener Erponent i. Dadurch 
die Gleichung 11.) über in 
13) b2.d°u-+-(2n-+-Am)ba-du, 
- +[(n(n+1)-+2m)b? + (n-+2m)(1+n-F2m)a?]-u = 
überall b.zgt flatt a gelegt werden muß. Nimmt * 
nun m fo, daß du, herausfällt, d. a nimmt man 
14) n+2m=0 oder m=—ın, 
gebt diefe Gleichung 13.) über in 
15) d:u.-4-n?-u=0, 
ift daher jegt eine lineäre mit conftanten Koefficienten, deren 
üegral (nach $. 42.) 
‚ 16) u=A.cosnt+B-sın nt 
MR, während A und B ztvei noch, den Bedingungen der Auf ' 
aabe gemäß zu beftimmende willüheliche Conſtanten id. Sur 
18° 













— ⸗ 
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XL Sean —1)! dh nei), 
woraus auch noch, wenn 6— ax gefegt wird, 

X St N 
hervorgeht. 

Anmerkung Die Formel. XXL), wenn man n+1 

ftatt n fchreibt, alfo die Formel 

Tr oder Sen! FL. 
kann DVeranlaffung zur Definition von pofitin "gebrochenen 
Faftoriellen geben (vgl. J. 38. 66. 25.— 28.) — Geſchieht 
dies, fo finder fich bald, dag die meiften der Formeln, bie 
für ganze Saftoriellen, oder für Differenz: Faktoriellen gelten, 
auch noch für dieſe pofitiv gebrochenen Faktoriellen ftatt fin 
den, fo daß man mit diefen beftimmten Integralen nach jenen 
Formeln rechnen Fann. Dadurch kann man aber auch Die zw 
fanımengefegteren Fälle (für größere Werthe von n)-auf die ein 


facheren Fälle (mo n<L iſt) zurückführen, und einige dieſer letz⸗ 


tern felbft auswerthen. 
Eegt man in der Formel XV.), nämlich in 
| See” ‚dx = 4/7, 
x?—h, alſo 2x-dx— dh, fo erhält man noch 
See 7-0 = Yr, 


d. h. | = Vx. 
Und die Formel (O giebt nun fr n=+ 
,=r)= Ya. 


Dies würde geben 
1 — yx 
und 
ra = „Ya. 
| $. 62. 
Suchen wir auf demfelben Wege das beftimmte Integral 


| 


. 
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Auf diefe Weife find die Werthe der: beftimmten Integrale 
XIX.) und XX.) zur Linken, von dem Werthe des beftimmten, 
gewöhnlich durch In), und von ung durch T„ bezeichneten 
Integral . | 
23) Se’. oder T, 
allein noch abhängig, und es find die Sintegrale XIX.) und 
XX.) in allen den Fällen bekannt, in denen dies Integral T. 
bekannt iſt. 
| Kür n=1 wird das Integral r,=1, weil es in 

Sa: Belt. 
übergeht; für n—=1 geben daher die Formeln XIX.) und XX.) augenblick⸗ 
Lich die Sormeln III.) und IV.) des $. 58.). 

Tür a=0 dagegen gehen die Formeln XIX.) und XX.) in die VI) 
und VIH.) des S. 58.) über, fobald man nur einige kleine umformungen 
noch in Anwendung bringt *). 

Das integral T, (in 23.) wird zu den ſegenanmten „Eus 
ler’ fchen Integralen erfter Klaſſe“ gezählt. So oft n eine po⸗ 
fſtive ganze Zahl iſt, giebt die theilweiſe Integration, alſo die 
Sormel bier unten in der Note, nämlich 
Gr Se 9-0 = nf, et, ma, 
wenn man in ihr flatt n nad) und nach 1, 2,3, + n—1 
fegt, — alle Refultate links und rechts mit einander multiplis 
cirt, — und dabei links und rechts weghebt, — augenblicklich 


ı 9 In der That findet man, wenn man theilweiſe integrirt, d. h. die | 
Sormel $. 4. N. 3.) anmenbet, 


Je’: a1. — Let. —* Sf 0.0. do; 


alſo, weil das erſte Slied zur Rechten, fo lange n pofitis if, für ⸗ 0 
und für 45 0 verfehtwindet, 


See! = I /,.g6 et 
Subſtituirt man nun dies in die XIX.) und bemerkt man, daß —— sinnt für 


1* En in t übergeht, fo folgt. das Behauptete. 
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wenn Y—1 durch i bejeichnet wird, wo p und <q reck fo. 
und p nicht Null if. Deshalb geht die Gleichung 3.) über in 
5) y=2B-e””*.cos ga-+y-e "sin ga-+-Pl-e".cosga 
 tye®-sing), 
wo das Zeichen 2 die Summe von verfchiebenen ſolchen Par: 
thien vorftellt, nach den verfchiedenen Werthen von p und q. 
Da nun cosax<1, höchſtens — 1 if, fo if all 
mal (nach $. 24. V.) . 


| 1 
* —F—— 
folglich wird y mit a nicht zugleich unendlich; demnach kann 
y, fo lange a poſitiv gedacht iſt, nicht Glieder mit dem Faktor 
eree enthalten; alſo find alle Conſtanten B! und „ der Rut 
gleich; und es bleibet daher 
6) y=2(ß-e".cosqa-+y-e””".sin ga), 
fo daß nur noch n Conftanten zu beſtimmen bleiben. Um diee 
zu beftimmen, fey w irgend eine ungerade Zahl, fo hat man 
n x" .sin ax 
n FE) AIBELOL.. — 
oder, wenn ax=z geiegt wird, 
8) a, = 


+ if zP.sinz dh 

— MAa *3 aꝰr22 —C gzn-4 8* u +7” 
Sf nun a-1<2n, fo wird Ay, mit a zugleich Null 
und it at1=2n, fo wird für a—0 


9) Ay, — Sa RZ 4, — 4x (nad) VII. des $. 58.). 


Differenzürt man Saber den Ausdruck für y in 6.) 1, 3 
5, 7, 2n—1 mal nach a, und feßt man die Nefultate all 
(nach) 8.) der Null gleich für a—0, bis. auf dag legte, wel 
ches für a=0, der Zahl Am gleich gefeßt werden muß (nad 
9.), fo hat man die n Gleichungen zur Beftimmung der n Con 


k 
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ſtanten. Und fo ficht fih alfo dann bag beſtimmte Integral 
1.) gefunden. 
Hot man aber y gefunden, fo darf man ſolches nur nach 


. x. sin ax 
® hinter einander zu differenziiren, um F- «dx, 
. etc. etc. und dann durch Zuſammenſehung auch 
— ar — dx, — die Integrale zwiſchen 
benfelben Grenze x=0 und x=@ genommen, — zu 
haben *), wenn P und Qganze und gerade Funktionen von ' 
‚ vorftellen. 





if co8 ax 
® Man kann nun dies Verfahren auf Sa 1a" dx anmenten, 
Bund man findet, daß, um die Nechnungen forsfegen zu Fünnen, man n 
j ungerade, und n gerade unterfcheiden und für jeden dieſer beiden Fälle 
: die Rechnung befonders durchführen muß. 
Differenzürt man aber die fo gefundenen NRefultate Zen nal hinter ein- 
ander nad) a, und wird dann a—=0 seen fo erhalt man auch ben Werth 


des beftimmten Integrals S.. .dx, 





— 


Desgleichen kann man baffelbe Verfahren auf S * dx 
e091X 








anwenden, um äulegt auch noch S... «dx Dadurch zu erhalten, 


daß man das erſt gefundene Reſultat bier anber nach a differenziirt und 
um 2* 0 ſetzt. | 


” Laplaee findet ſchon daſſelbe, jedoch auf anderem Wege als foldhes 
hier nach Poiffon gefunden worden. Laplace findet nämlich merſt die 
Nefultate für bie beiden einfachten Säle, d. h. 


cos ax — x sin ax — 
S.. „ıtx° &=; und S.. at — ae | 


uf einem befonderen Wege, umd dann zerlegt n, wem A+-Bx’+-Cx'+-.. 
-+x?® durch R beeichnet wird, die Brüche r und‘ N in lanter ächte 


Yartials Brüche, und fo das gefuchte Integral in lauter Partials Integrale, 
die fih aus den vorſtehenden beiden leicht herleiten Laffen. 
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wenn Y—1 durch i bejeichnet wird, wo p und q reed find |F 
und p nicht Null iſt. Deshalb geht die Gleichung 3.) über in 
5) y=2P-e*.cos ga-ty-e "sin ga-+-Pt- e.cos ga 
 ty-e".sing), 

wo das Zeichen 2 die Summe von verfchiedenen folchen Par: 
thien vorfteht, nach dem verfchiebenen Werthen von p und q. 


Da nun cosax<1, höchſtens = 1 if, fo if ale 
mal (nach $. 24. V.) . 


1 
— 
folglich wirbd y mit a nicht zugleich unendlich; demnach kann] 
y, fo fange a poſitiv gedacht iſt, nicht Glieder mit dem Faktor 
eree enthalten; alſo find alle Conſtauten B! und „+ der Ri 
gleich; und es bleibet daher 
6) —= 2B-e"".cosga+y-e"”*.sin ga), 
fo daß nur "oc n Eonftanten zu beflimmen bleiben. Um die |. 
zu beſtimmen, ſey a. irgend eine ungerade Zahl, fo hat man 


n x#®.sin ax 
n = *. „ALBELCHL . 


oder, wen ax=z beſeht wird, 
8) day, = 


p . 
ef U +SInL .d 
ta 0a Ba Ca" zz" z 
Sf nun at-1<2n, fo wird 9°y, mit a zugleich Null; 
und it at1=2n, fo wird für a=0 


Y Ay=f dar (nd) VI. des 9 68) 


Differenzüüre man daher den Ausdruck für y in 6.) 1,3, 
5, 7, 2n—1 mal nad) a, und fest man die Nefultate alle 
(nach 8.) der Null gleich für a0, big. auf dag legte, wel⸗ 
ches für a=0, der Zahl ix gleich gefegt werden muß (nach 
9.), fo hat man die n Gleichungen zur Beftimmung der n Con⸗ 
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Kanten. Und fo ficht ſich alfo dann das beſtimmte Integral” 
1.) gefunden. 


Hat man aber y gefunden, fo darf man folches nur nach 


inter d d um [- x-sın ax .dx, 
a hin ' einander zu ifferenzüren, ABS. ie TB. ge dx 
etc. etc. und dann durch Zufammenfegung auch ’ 


P.cosax+0Qx-sinax _y 
/- ALBÄLOeL. dx, die Integrale zwiſchen 


denfelben Grenzen x—=0 und x=w genommen, — zu 


haben ®), wenn P und Q ganze und gerade Funktionen von x ' 
vorfiellen. 


—8 ⸗ co8 ax 
Man kann nun dies Verfahren auf Are dx anwenden, 
und man findet, daß, um die Nechnungen fortfegen zu Fünnen, man n 
ungerade, und n gerade unterfcheiden und für jeden diefer beiden Fälle 
die Rechnung befonders durchführen muß. 
Differenzüirt man aber die fo gefundenen Nefultate Zen mal hinter ein- 
ander nach a, und wird dann a0 gefest, fo erhält man auch den Werth 


2m 
des beftimmten Integral — 








Desgleichen kann man daſſelbe Verfahren auf In dx 
e;01—X 

anwenden, um zuletzt auch noch — -dx dadurch zu erhalten, 

a0 1 — 


daß man das erſt gefundene Reſultat hinter einander nach a differenziirt und 
um a=0 fest. 





) Laplace ſindet ſchon daffelbe, jedoch auf anderem Wege als folches 
bier nach Poiffon gefunden worden. Laplace findet nämlich zuerſt die 
Refultate für die beiden einfachften Fälle, d. h. 


cos ax 2 — x · in , _ x _ 
auf einem befonderen Wege, und dann zerlegt er, wenn A-+-Bx’+-Cx'+--- 
+28 durch R beieichnet wird, die Brüche F mb: © in Iamter achte 


Metials Brüche, und fo das gefuchte Integral in lauter Partials Integrale, 
die fih aus den vorſtehenden beiden leicht herleiten Laffen. 
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Schluß⸗Anmerkung. Das Vorſtehende mag ausreichen 
um den Anfänger in dieſe Gattung mathematiſcher Unterſuchnn 
gen einzuführen. Es enthält auch die meiften ber bekannten 
und gebrauchten Nefultate, und macht in letzterer Berichung 
auf einige Vollftändigkeit Anfpruch, wenigſtens anf eine foldk, 
wie fie nur immer mit der, diefem Werke vorgefchriebenen Kür 
fich vereinbaren läßt. Weil e8 und aber vorzüglich um Me 
thoden zu thun iſt, fo wollen wir noch zeigen, wie man, von 
den einfachften diefer letzteren Nefultate ausgehend (melche ohne 
Meitered gefunden werden, weil man die allgemeinen Integrale 
finden kann), zu mehreren der in den frühern Paragraphen auf 
anderem Wege gefundenen zurüchfommen Fann. 

A. Sept man nämlich in den Formeln XXIX.) und 
XXX.) a=1, und multiplicirt und dividirt man dann beide 
Reſultate mit und durch einander, fo erhält man 


x" .dx xtl,dx 1 ı 
> Sr x Nr ap 











Kate pi de 
2) : 
vi—x? vi? 
2 2.2-.4.4.6- 6- 2r- 2r 
x 1-3-3-5-5-7 — — 


wenn alle dieſe Integrale zwiſchen den Grenzen O und 1 ge 


nommen find. 
Um zu fehen, was aus diefer Gleichung für r—= wo wird, 


ſetze man x"—=z, und man erhält 
xꝛrri. 4 


_1, 2 .dz 
ka erg uf Yı-ı'" 


x dx _ 1. Phk Zr d 2 
Ne Ally = 
Der Duotient der beiden Diffrentclien zur Rechten ift 
—z2.", alſo — 20 oder 1 für r=w. Alſo wird in ber 





und 


f 
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beim Einzelnen aufzuhalten, fogleich noch einige dieſer Refultate 
ber, nämlich: 





2r rl? Ir 
XXIX. ’ _ X lm 
.0Ya?®— x? zur 2 
XXX — = gm ah, 
j a--0 a’ x’ zn ? 
rl? at 
RRKL I" VYa®— x? .dx = — eg 
u 


XXX. St yar— = >; 


wenn nur r eine poſitive ganze Zahl iſt. — Ferner 
XRX n+1 


a 
XXX, Si Va 2x? .dx — — —X 5) Z—%, 
XXXIV. St Va?— x?" .dx 
yB „dr 
Fe 
XXXV. San Hy dk. —; 
wenn nur n eine ungerade pofitioe ganze Zahl, r aber belie: 
big poſitiv ganz iſt. 
Ferner (aus XVII.) 


1 n+% qui 
AXXVI. [ (og —) dx — Per (Eule). 
1-0 \ 


Endlich, immer wenn n pofitiv ganz ift, 





3 
nl x 


| 120 nn —_ 4 
XV. Six. 0(sin x)” dx = f,,.„(cos )"-dx = guy) 
und | 


ni? 


. | u 2 
ÜKXVI. f„.tin a)" .dx =f, ‚eos x)" dx = — 





ſetze man + 
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SchiußsAnmertung Das Vorſtehe 
um den Anfänger in diefe Gattung mathema 
gen einzuführen. Es enthält auch die meil 
und gebrauchten Nefultate, und macht in 
auf einige Vollſtändigkeit Anſpruch, wenigſte 
wie fie nur immer mit der, dieſem Werke v 
fi) vereinbaren läßt. Weil e8 ung abe 
thoden zu thun ift, fo wollen mir en 
den einfachften dieſer letzteren Nefultate 
Weiteres gefunden werden, meil mar 
finden kann), zu mehreren der in dr’ 2 *- 
anderem Wege gefundenen zurückko A, 

A. Setzt man nämlich , N 
XXX.) a=1, und multiplic 
Kefultate mit und durd) u z 





gr .dx 
1) X 
ri * 
2 SE= Yi—x?. 7 
he den 5 
e ‚den [ 
wenn alle diefe Ir ⸗ 7* dann di 
nommen find. — 
um ıu fehe ’ _ vie XXV.) viel a 


; 7 = —_ 
4 ‚D +2 q- sin P na 


/ Ey gang ober gebrochen ne yn 
ud _ Auch Dies Integral hat 


fı .. 


— — 
—* 


$. 63, Auswerthg beflinemter-SSitegrale: .. DEE 
Gleichung 2.) für rm, ber Ausdruck zur Linken = 1, 
und bie Gleichung 2.) geht deshalb über (für r—= a) in 


272.4.4.6.6.8. 8. 10. 10. 12. 12... in ich, 
9) ⏑ 


und dies iſt der von Wall is gegebene merkwurdige Ausdruck 
für im. 


B. Setzt man x=e”, fo verwandelt ſich die Giei- 
‚Hung 1) in eine andere, welche Integrale .. t bat; nimmt 


man dann Es mg oder “H=G 7 ſo — 
über in 


ag 


£ t- tee, dt ,_ 
ve zer 1 u gm, 
2q V i 
wo die Sntegrale zwiſchen 0 und d gene werden müſ⸗ 
fen (nach $. 22.). on 
, 1 
Für 7*0, alfo g=0, geht aber — in 
t? über; folglich giebt dieſe Gleichung augenblicklich. 
AKf,.e "dir dh Se "d=44m, 
welches die oben gefundene Formel XV.) ift. — 
C. Laplace betrachtet das integral Se Fa Vrdt, 


bringt, es unter die Som SUT"Xe tt, gm -dt, integrirt 
theilmweife und erhält | 


2 





—t 


1 
-— Ti (17 —(a—m)/fe fe” tt, elaı). 


Nimmt man aber dieſes integral zwiſchen den Grenzen O 
"und —, fo wird dieſe Gleichung, fo lange n—m pofitiv if, 





(rd — 


„anti ja n—m Fri -10— n— 
5) S: a-0° t.di= = art: 0° ti "dt ie. u 


Für m=1 erhält man hieraus, wenn n>1 if, 


286 Hoͤhere Analufis. III. Abth Kap. VIEL 66. 





Sau“ er 2. dt (wenn.n>1). 


Set man hier r * hinter einander immer n— 2 ſtatt 
n, ſo daß zuletzt n — 207 — 1) flott n zu ſtehen kommt, und 
multiplicirt man die entſtehenden Gleichungen mit einander, ſo 
erhält man nach gehöriger Rebuktion 

ra ENT, ren, 
wo aber n—2{r—1) noch >1 ſeyn muß. Da num das 
Integral zur Rechten für n—=2r in 4Yx übergeht (nach 
XV.), fo giebt Died, wenn r eine pofitive ganze Zahl ik, 
0, jr (dr — 1,17? nn 


DT He ν 


Setzt man aber e nut 


+ En 
| pet d.d= rt (os dx 
und dieſe Gleichung geht für m=1 und n=O in 


3 
8) SaroE e".d= / (20g — | —) .dx = 4Yr 
über, wie wir bereits in XVII.) gefunden haben. 
D. Setzt man in XXV.) x —2, dann aber (2m-I)a =p | 
und 2na—=q, fo erhält man die XXV.) viel allgemeiner, nämlich 
zei 


=x, fo erhält man ano 


T 








in fo fern p und q gang oder gebrochen ſeyn Fönnen, wenn 
nur p<gqg if. — Auch dies Integral hat Euler fchon ge 
geben. 


Söbere Analyſis. 





Vierte Abtheilung. 


ie Bariations ’ Hechnung und die allgemeinfte 
Lehre vom Größten und Rleinften. 





.. 


Neuntes Kapitel. 





Ganz allgemeine Methode zur Entwickelung in Reiben. | 


Erfter Abfchnitt. 
Bon der Entwickelung der Polynomial⸗Funktionen In Reihen. 


Morerinnerung. 


Sn wie ed bisher oft von Nutzen gemefen ift, eine Funktion V, nad) 
Botenzen von x in eine unendliche Reihe zu verwandeln, fo kann es wthig 
werden, V, in eine nach ganzen Potenzen von x fortlaufende Reihe zu ver⸗ 
wandeln, während y felbft eine nach x fortlaufende Reihe if. — Eben fh 
Bann es nöthig werden, eine Funktion V, zu... Mehrerer Beränderlichen 
y, z, u, etc, während für letztere felbft wieder unendliche, nach x fortlau⸗ 
Fende Reihen gefert werden, in eine nach ganzen Potenzen von x fortlaufende 
Reihe zu verwandeln. 

In beiden Fällen kann die Sunftion V eine ur⸗Funktion, und zwar 
eine entwickelt oder verwickelt (mittelſt einer Gleichung) gegebene, ſeyn. Es 
ann aber auch V eine Differential⸗ ober eine beſtimmte Integral Gunks 
tfion vorfiellen. 

Die Löfung diefer Aufgabe giebt aber jedesmal der Macla urin'ſche 
atz, nach welchem 


vos *— Vo+8Vo-—-+d°Vo . ST —* st . 





x x? er X> 

Vgy=sV+sV + V-t sV- zart“ 
it, wenn man nur unter 5"V das verfieht, mad aus B"V,, wird, ſobald 
Ban Null flatt x fett, während n jede ganze Zahl vorſtellt. 
Zu dieſer Löfung des Problems würde daher nichts weiter mehr hinzu- 
tnfügen fenn, wenn wir nicht die Abficht hätten, das Technifche und 
Praktiſche des Verfahrens hier noch in ein näheres Licht zu ſtellen. 

Bd. I. 19 


v 
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wo die cingeflammerten Ausdrücke zur Linken das jebesmalige 
b in dem Zeichen S°b vorftellen, fo alfo, daß man ſich in |: 
biefen eingellammerten Ausdrücken gur Linken, zu⸗ 
erfi a, unter dem a vorgeftellt denken muß, um bie J: 
Reihe b, zu haben, von welcher dann ber ganze Aus⸗4J 






druck zur Linken, den Koefficienten von * bedeu⸗j 


tet, während die Ausdrücke rechts ſehen laſſen, wie dieſer Koeſ—⸗ 
ficient aus dem gleichnamigen Koefficienten 5°’a ber Reihe =, 
gefunden wird. 

Anmerfung Die Formeln VIL und vi.) (ober IL 
und IV.) erleiden aber nad) $. 23. II.) eine Abänderung, fo 
bald Die eine oder die andere Grenze felbft noch » enthalten 
ſollte. Namentlich ift ſtatt der Formel VIL) (nach $. 23. II) 

öf,,24x = /z,„Sa-dx-+a,-5ß—a,-da 
zu fegen, fo oft B und « felbft noch Reihen vorftellen, die nach ganzen I. 
Potenzen von x fottlaufen, wenn nur zur Nechten überall Null , 
ſtatt » gefegt, und unter a,, a, das verſtanden wird, was aus 


a als Sunftion von x bervorgeht, fo oft man bezüglich 8 ode 
a ſtatt x fchreibt. 


$. 66. 
Erſte Haupt- Aufgabe. 
of nun V eine beliebige Funktion einer beliebigen unend 


lichen Reihe 

a. oder arta,x ax? a, -- 
2 3 

d. h. ad + tet 


| 


und fol folche Funktion V, felber wieder in eine nach ganzen 
Potenzen von » fortlaufende unendliche Reihe V, vermanbelt | 
werden; fo hat man nach dem Maclaurin’fchen Lehrſatze | 


V= s°V-+8:V.— +5?V. tv -t+.., 





. 


j 
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wenn unter 5°V das verftanden wird, was aus H'V, hervor⸗ 
geht, werm man O flatt « fchreibt. 

Die ganze Aufgabe reducirt fich alfo darauf, die unbefann 
ten Koefficienten SV, ôtV, 5°V, 5°V, etc. etc. auszudrücken 
in die gegebenen 5°a, Ö'a, 62a, Ö°a, etc. etc. d. h. in a, 

‚a, 2-a,, 3la,, etc. etc. Nun ift aber, weil V eine Funk 
tion von ’a,, und a, wieder eine Sunktion von » ift (mach 
L 3b. $. 154.) 

V. V.D; 

oV„=8V,-da,; 

8°V, = 8°?V,.(da,)?+8V,-d°a,; 

8°V,=8:V,-(82,)?+38?V,-da,-822,1-8V,-d°a,; 
u. f. mw. f.; wo unter a Überall die Reihe a, zu verſtehen iſt. 

Solglich wird für x—=0 

1) 6°V=V,; 

2) 8V — 8V,.6a; 

3) 8°V—8°V.:602°--8V,-.6°a; 
4) 6°V — 8°?V,-da°+-38?V,.da-ö?a--8V,-ö°a; 

u. f. w. f.; too aber jegt in V,, 8V,, 8°V,, 8°V,, etc. etc. 

unter a bloß der erfte Koefficient a, oder 5°%a der Reihe a, 
verftanden werben darf, in fo fern fih a, fr «=0O auf 

diefen erften Koefficienten zurückzieht. 

Die praftifche Negel für dieſes mechanifche Gefchäft der 
Auffindung der Koeffieienten 5°V, 85V, 8°V, 6°V, etc. etc. 
it alfo folgende: 

„Man fee in dem gegebenen V, flatt der unendlichen Reihe 
va bloß a, fo daß V als eine bloße Funktion eines einzigen 


⁊ 


) Wir haben bisher häufig f, gefchrieben, um damit das auszudrücken, 
wad-aus f, wird, wenn man a fatt x fehreibt. Wo Feine Zweideutigkeit 
zu befürditen if, mag das auch in der Folge noch fo gefchehen. Hier da⸗ 
gegen foll V, bie gegebene Funktion ven a, vorftellen, nur a flatt a, ger 
fchrieben, aber doch a, unter diefen a verfianden, V, dagegen flellt die 
nach m fortlaufende, hier für V. gefuchte Reihe vor. 
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„Beränberlichen a .erfcheint, denke ſich a wiederum als Funk 
ton von x, nehme in diefem Sinne bloß bie Ableitungen von 
„V nach allem », fchreibe aber ftatt der Ableitungszeichen d 
mach x, die Zeichen 5. In den Endrefultaten ſtellt dann a 
wiederum das erfie Glied a, oder 6°a der Reihe a, vor. 
Dder mit andern Morten: „Man differengiire V, bin 
„ter einander unter der Vorausſetzung, daß a felbft noch ven 
„anderlich ift, und fege zuleßt flaft der da, d’a, etc. ete. nun 
„da, 6?a, etc. etc., fo bat man die hier gefuchten Koefficien⸗ 
„ten 6V, 5°V, etc. etc., wenn nur zulegt in den Zuſammen⸗ 
„feßungen von a, dag erfte Glied a, oder 6°a der Reihe a, 
„unter a verſtanden wird *).“ 


Beiſpiel 1. Iſt z. B. 
V (ao Parx +3’ +a;2’+.)*° = (a,)" 
gegeben, fo fchreibe man 
Va”, und man erhält Va"; 8 V—ma"1.g;5 
V = mm — 1)a® 2. 52° ma® 1.52; 
SV—m 3SI-1 am-3 .52°+-3m’I-1a m—?2 .da- $’a--mam-1.99;, 
u. ſ. m. f.; und diefe Werthe flatt 5°V, 6V, 5?V, 5°V, etc. etc. in 
SVHV FH HVH +. 
fubflituirt, geben die Polynomial- Potenz 
(ao +a:%x+a22?-+a;3x’+ ++)", 
nach Potenzen von « geordnet, wenn man nur für jede ganze Zahl n, unter 
5"a den Ausdru nl a, und in den Potenzen von a, das erfte Glied « 
unter a verfteht. 

Beifpiel 2. Sft ein andermal 
V=loglao tax taz»? +a”’+ +) d.h. V=D2og(a,) 
nad) Potenzen von x zu entwickeln, fo fege man V == log a und finde daraus 
nach der obigen praftifchen Kegel [d. h. wenn man a als: Funktion von » 


‘ 


*) Nimmt man die Koefficienten 5°a, 5a, 52a, 5°a, etc. etc, einmal 
fo daß a, —a-+x wird, oder ein andermal fo, daß bloß a — = wird, ſo 
muß die Löfung dieſer Aufgabe das erfte Mal den Taplor’fden, das au⸗ 
dere Dial den Maclaurin’fchen Lehrfag liefern, weil beide als befondere 
Fälle in diefer allgemeinen Aufgabe ſtecken. | 
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anfieht, nach allem » die Ableitungen Cober die Differentiolien) ninmt, und 
Ratt der Ableitungss Zeichen 8 noch » (ober flatt ber d, in da, d?a, d’a, 
etc. etc.) 5 fchreibt], außer 


5°V lIog'a, noch —E— Vz tra; 


Ver at nf; 
and dies find die Koefficienten der Reihe V ober V,, lestere in ber Form 
gedacht J 
SV-+5V-+5°V- tv. St 
wenn nur zu gleicher Zeit nr a, flatt "a gefest id, welche game Zahl | 
unter n auch gedacht werden mag. 
Beifplel 3. Auf demfelben Wege Tann man auch verfuchen, 
ertartaet — 
sin(ao-ta,%-+ ax? +.) 
in eine nach ganzen Potenzen von » fortlaufende Neihe umzuformen. 
§. 67. 
Zweite Haupt» Mufgabe. 
Iſt aber V eine Funktion zweier unendlichen Reihen 
a. oder autra,xta,x?-4+2,x2° +. 
und b, oder b,+b,x+b,x?+b,%” +, | 
wo Au, Ars As, etc. etc, b,, b,, b,, ete etc. ganz beliebige 
Koefficienten find, — und fol nun V in die unendliche Reihe 
V, oder 


‘ 


8 V-+H3V.—+8° V. TtöV. te 


verwandelt werden, — fo finden fich Die Koefficienten diefer 
Neihe theoretiich durch den Maclaurin’fchen Eehrfag, fo näm⸗ 
lich, daß S"V das iſt, mad aus DV, wird, wenn man Null 
 fart = feßt; hieraus aber praktiſch auf folgende Art; 

Man denke fi) V bloß als eine Funktion der erfien 
lieder a, und b, diefer Neihen, die jeboch durch a und. b 
„dorgeftelt feyn. mögen, — betrachtet a und b als Funktionen 
„don , nimmt bie Ableitungen nach allem » (nach $. 154. d. 
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nl. Bd.), fchreibt aber flatt der AbleitungssZeichen 8 nad x, 
„überall das Zeichen 5. In den Endrefultaten endlich denkt 
„man ſich unter a und b nicht anders, als die erften Glieder 


„der Reihen a, und b,, fo wie unter S’a und 6”’b bezũglich 
„n!a, und n!b,. 
Nach diefer Negel erhält man M 
2 9V=V5 9 8V=B8V.. dad — 
3) &V=8°V,.52°42.801V, -da-5b-4-8°V,-öb? 
+oV,-öta-+3oV,-6°b; | 






uf. m f. | 

Der Grund diefer Negel ift ber obige. Man erhält nämlich S°V, wenn 
man Vo — welches durch V „n vorgeſtellt feyn kann, fobald man fid 
unter a, b, bezüglich a,, b, denkt —, n mal hinter einander nach « diffe 


renziirt, dann aber «= 0 fest. Durch diefes Tetstere geben aber die Ableis 
tungen D’a,, D"b, bezüglich in. 5a und S”b über, 


$. 68. 


Wäre V, b. h. V,;, für jeden Werth von = identifch 
= 0, wäre alfo bie fo eben für V,,,n, gefundene Reihe 


V-LoV-LHV. HSV... 


identiih — O, fo würde jeder der einzelnen Koefficienten 5°V, 
68V, 6°V, etc. ete. einzeln der Null gleich feyn; und die aug 
1.), 2.), 3.) ete. etc, entftehenden Gleichungen zeigten Dahn bie 
Abhängigkeit, in welchen die Kosfficienten 6°b, Sb, 5?b, etc. 
etc., zu den Korfficienten 6°%a, da, Ö?a, elc. etc. flehen, und 
dienten zur praftifchen Auffindung der einen, in die andern aus⸗ 
gedrückt, — in dem Falle alfo, wo b, eine durch die Gleichung 
V. ,0 verwickelt gegebene Funktion der unendlichen Reihe 
a’ wäre. 
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$. 69. 

Wären daher in V,,,n, des 6. 67.) bie unendlichen Reis 
ı b, und a, mittelft einer Gleichung @,,., 0 von einans 
: abhängig, fo würden die in den Gleichungen 1.—3.) des 
67.) gefundenen Ausdrücke für die Koefficienten 5°V, 68V, 
V, 6°V, etc. etc. nothwendig unverändert biefelben bleiben; 
gegen würden in diefen Ausdrücken die Kocfficienten 5°b, Sb, 
b, ö®b, elc. etc. von den Koefficienten 6°, da, 6?a, ö°a, 
e. etc, wiederum abhängig ſeyn, und zwar wären die einen 
die andern auszudrücken mittelſt der Gleichungen 0000, 
0, $?p=0, ö’p=(, etc. etc, welche mit a a Zu 
gleicher Zeit ftatt finden (nach $. 68.), während &'p == Q,, 
‚und Sp, 6°p, ö?p, etc. etc. felbft nach $. 67.) entwickelt 
den, oder bereits entwickelt fiehen, wenn. man bafelbft überall 
ſtatt V feßt, zugleich aber ſtatt a und b die erften Glieder 
r Reiben a, und b, fchreibt. | 

Diefe, aus den Gleichungen 6 = 0, 6Y=0, py=0, 
c. etc. gefundenen Werthe von Sb, 5?b, ö?b, etc. etc. müßs 
n dann in die Nefultate des $. 67.) fubftituirt werden, wenn 
an die Entwicklung des dortigen V. , (in dem jegigen Falle) 
[08 in die Koefficienten von a, ausgedrückt haben wollte. 


Anmerfung Die Aufgabe des $. 67.) enthält unter 
ren fpecielen Fällen namentlich auch noch folgende: 

1) Iſt b eine durch. die Gleichung pn == O gegebene Funfs 
on von a, und ift a, ein anderer Werth von’ a und b, ber 
18 9, = 0 dazu fich findende Werth von b, fo hat man mit 
2, = 0, zugleich auch Sp =0, 90, aß ec. ete. 

2) Und dieſe Gleichungen gehen in die Differential: Gtei: 
Jungen 89, = 0, 89, =0, 29,0, etc. etc. über, in 
em befonderen Falle, wo unter a, bloß a verſtanden 
id, fo da dal, Ö?az=6’a = elc. et. —=0 iſt; wenn 
ur zugleich flatt Sb, 5?b,.5°b, etc. etc., welche bie Koefficien- 
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ten der für b, d. 5. jetzt für bu+. zu findenden Reihe vorſtellen, 
die bezüglich mit ihnen identifchen Zeichen Ob,, -8°b,, 9°b, 
etc. etc. *) ſubſtituirt werben. 

3) Iſt a, bloß x, alfo a.,=0, da=1, Ha=b’r= 
etc. etc. =0, fd ift b, der Werth von b, tie er uns 90 
für a=x, alſo wie er ſich aus p,, = 0 ergiebt; fo daß alfo 
diefer Sag auch dazu dient, die Auflöfung einer Gleichung 
p=0 zwiſchen b und x, nach dem Unbekannten b, in Form 
einer nach ganzen Potenzen von % fortlaufenden Reihe b,, m 
zuftellen. 


4) Man kann fich daher auch deffelben Satzes zur „Um I 


kehrung der Reihen! bedienen: 
$. 70 
Umkehrung der Reiben. 
Iſt gegeben die Gleichung 


aha, ar tagte in ink 
=p,+ pıb+p.b?+p;b’-+--- in mf, 


WO Au, Ay; A,, etc. etc. Po Pi, Pa, etc. etc. beliebig gege 


bene Koefficienten find, und fol nun aus dieſer Gleichung b 
gefunden werden, fo hätte man, wenn die Reihe in I.) zur Ein 
fen durch a, bezeichnet wird, zur Beflimmung von b oder b, 
bie auß 1.) hervorgehende Gleichung 

II. (Po -a,) Pib.peab,. Ppab,. + = 
ſtatt der Gleichung 9,0. Aus dieſer Gleichung gehe 
ſogleich zur Beſtimmung der Koefficienten b, oder oob, ferner 


öb, o2b, ö?b, etc. etc. hervor 
1) 9-0 wenn a, und b, flaft a und b gefegt werden 





*) Gere man nämlich atx=z, fo if b,,„—b, md 
&b „—db,-dz,—db,. Wird nun » 0 veſetzt, fo geht z in a, al 
ob, in db, über, ſo baf die vorfichende Gleichung in Sb = ob, übergeht. 


uff 
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d. h. (Ba )tPpıbtpbt+pbP +" =0; 
2) o=0 b. h. 
— dsa+lpı +2peboe+3p:bd-+4pıb? + 9 6b=0; 
3) So=0dh 
OR Spa bo 0: 
+ (pıt+ 2: bo t3p db? +6) 
u. ſ. w. f.; fo daß bie erftere Gleichung b,, die andere Sb, 
die dritte 02b, etc. etc. liefert. ° 
In den befonderen Zalle, wo po = a, iſt, würde b, — 
:iner ber Werthe von b, feyn, welcher der Gleichung 1.) ges 
nügt; und zu dieſem erften Koefficienten b, fände fih dann 
aus 2.) 


I da a 
bb=——— 
Ppı Pf 
und aus 3.) 
2b — u 2a, pr —apı ar 


Pr 
n. ſ. m. f.; während ietzt allgemein 
b ober bu bo Pob · -orb· 36 b.* tr 
if 
$. 71. | 
Iſt V, eine Funktion bloß von b,, und b, ſelbſt von a, 
mittelft der Gleichung 9,0 nbhängig, und fol nun V, 
in die Koeficienten von a, ausgedrückt werben, fo hat man zu 
erft (nach $. 66.) 
1) 6°V=V; - 2) 68V = dV,.öb; 
3) 6?V = 8°V,-5b?+8V,-.6°b; u. fi w. fl, 
wenn nur 5°b oder b, ftaft b in (Vꝛ, 8V,, 8° V,, etc. etc.) 
gelegt wird. — Hernach aber müffen ftatt b,, Sb, 62b, deb, 
etc. etc. ihre aus den Gleichungen des $. 68.), wenn daſelbſt 
P ſtatt V gefeßt wird, genommenen Werthe fubftituirt werden. 
Anmerkung. Dieſes Problem dient zu gleicher Zeit auch 
dazu, um aus der Gleichung 1.) des $. 70.) nicht bloß b oder 
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un wuwern eine beliebige Funktion V, oder Vi, nach Potenzen 
von x entwickelt hinfchreiben zu Eönnen. Dies ift aber bad 
allgemeinſte Problem der Umkehrung der Reihen. 
$. 72. 
Dritter Haupt: Lehrfa. 
Iſt aber V, be, in eine nach ganzen Potenzen von = 
fortlaufende und, einſtweilen durch V, oder 
5 VHEV LH — 
begeichnete Reihe zu verwandeln, fo erhält man wiederum den 
Koefficienten SV derſelben, wenn man in Van. die a, b, e 
felber wieder als Funktionen von ⸗ fich denkt, dann aber die | 
nte Ableitung nach allem x nimmt, und in dem End⸗Reſultate 
(alfo natürlich auch ſchon während des mechanifchen Schreibens) 
in allen Ableitungen nach = die hicfigen 5 flatt ber 8 feht, 
übrigeng unter a, b, e bezüglich die erften Glieder 5%a, 6°, 
6°, etc. etc. der durch a,, b*, c„ vorgeftellten unendlichen 
Reihen 
20-+2,%+2,2°°” 4, bo+b,x+b,x? he, 
ter ter + 
verftcht, während zulegt wiederum n! a, flatt S’a, und n!b, 
fiatt 5"b, fo wie noch n! e, ftatt oͤne ſubſtituirt werden muß. 
Man findet daher nach den gewöhnlichen Regeln des Dif 
ferenzüreng, d. h. nach $. 154. des I. Bd8.), indem man jedes 
Glied aufs neue nad) denfelben Megeln differengürt: 
6V = Von 
6GV 8V,.5a + 3V,-5b +OV.-öe; 
EV 8V,-5°a+ 3V,-6°b-+3V.-ö2c-1-92V, da? 
92 V,-öb? +82V,-öc? +28"1V, ,-da-öh 
—28!V, .da-dc-+23"1V,.-öb-öc; 
u. f. w. f. ) | 
) Wollte man die Form der Differentinl-Rechnung anwenden, ſo 
mwürbe die oben gegebene praftifche Kegel für bie Auffindung von obV ſcch 
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$. 73. 

Es geht ſogleich hervor: 

J. Iſt Vo.,=0, ſo iſt ah V=0, d. h. 
„,« 0, aber auch V =0, 62VO, etc. etc., und aus 
fen Gleichungen beftimmen fich Die Koefficienten von c, in 

von a, und b, ausgedrückt. 

II. und hat man zwei folche Gleichungen 

Ve = 0 und W, tn = 0, 
bat man nicht bloß 
oV oder V,..=0 und 8V=0, 62V 60, etc. etc, 
dern auch) 
o V ode W,1.=0 md 8W=0, W= 0, etc. etc.; 
d dieſe Gleichungen dienen dazu, um die Koefficiensen von 
und Cx in die von a, auszudrücken. 


$. 74. 


In der allgemeinen Aufgabe des $. 72.) können 

1) a,, b,, c, von einander ganz unabhängig feyn, und 
inn find auch die Koefficienten da, Sb, öc, 6?a, 6?b, etc. etc. 
m einander ganz unabhängig. — Oder 

2) es kann zwiſchen a,, b., c„ noch eine Gleichung 
wen 0 ſtatt finden, und dann find nach $. 73. 1.) die 
oefficienten öc, ö?c, etc. etc., von denen da, Öb, 6?a, Ö?b, 
c. etc. mittelft der Gleichungen öp —=0, 020 0, elc. etc. 
‚n einander abhängig, und 65V, 5?V, etc. etc. können dann 
oß in da, Sb, 6?a, 6?b, etc.etc. ausgedrückt werden. — Ober 

3) es Eönnen zwiſchen a,, b,,c, noch zwei Gleichungen 

Panda 0 und Vale, = 0 

geben feyn, und dann hängen nach $. 73. IL) die Koefficiens 





' ausnehmen: Um S"V zu finden, nehme man das nte Differential von V 
4 Sunktion von a, b, e, unter der Vorausſetzung, daß a, b, c felbft wie 
x veränderlich find; fchreibe aber im Endrefultate in den Differentialien 
a, db, dc, d?a, d?b, d?c, etc, etc. jet überall & flatt d. 
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ten von b, und c, von denen.von a, ab, mittelft der Gleichum 
gen ôp —0, O0, etc. etc. und H—0, Hy=l, 
etc. eic.; — und die Koefficienten 56V, 82V, etc. ete. bi 
$. 72.) laffen fih nun blog in da, 5?a, 5°a, etc. ete. alla 
ausdrücken. 

Diefer letztere Fall tritt ſchon ein, ſobald V eine gunkisn von a,b 
und c ift, und zwiſchen a, b, e zwei Gleichungen 9,5, 0 und Yunc=! 
gegeben find, und nun das, mas aus V wird, wenn man bloß a ſtat 
a fest, in eine nach ganzen Potenzen von = fortlaufende Neihe verwandelt 
werden foll. — Denn wegen der Gleichungen O und 0, welche 
für jeden Werth son a und den zugehörigen Werthen von b und c ftt 
finden follen, gehen, fo wie ax flatt a gefest wird, die Veränderlichen 
b und ce fogleich (nach dem Taylor'ſchen Lehrfage) in Reihen über, melde 
nach ganzen Potensen von « fortlaufen und welche num Durch b, und e, 
bezeichnet werben, während man, weil jegt a — at gebadjt morden 17 
aa, si, Sa—s’a—elc, elc. —=O hat. 

4) Es Eönnen aber auch b, und c, Ableitungen Differn 
tiale) oder auch Integrale feyn von a,, nach x oder nad) x 
und y, oder etc. Dann find die Koefficienten 60b, 5°c, db, 
öc, 5?b, ö?c, etc. ete., diefelben Ableitungen und biefelben Ju 
tegrale besüglich von 5°a, da, ö?a, etc. etc., und zwar genau 
nach den Formeln des $. 65). 

5) Und in allen den vorbenannten Fällen kann die Funk 
tion V auch nur zwei dieſer unendlichen Reihen b, und c, 
oder auch gar nur eine derfelben c, allein enthalten, mährend 
gerade a, allein als unabhängig angefehen werden kann, fo daß 
alle Koefficienten 6°V, 58V, 62V, 5°V, etc. etc. bloß in 6°, 
da, ö*a, ö°a, etc. etc. allein ausgedrückt werben follen und 
Fönnen. 


$. 75. 
Allgemeinere Haupt» Wufgabe. 

Das bisherige feßt ung in den Stand, eine Funktion V 
von beliebig vielen folchen unendlichen Reihen a,, bx, C,, etc- 
etc. in eine nach ganzen Potenzen von % fortlaufende Reihe zu 
verwandeln, dadurch, daß man die gefuchte Reihe durch 
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OVHV I HHV.EHV -. 


begeichnet und nun 58V, 82V, 5°V, etc. etc. aus einander, 
(und den erſtern aus V,n,c,ete.ete.) Dadurch findet, daß man 
jeden vorhergehenden immer aufs neue nach allem x Differen 
jürt, dabei aber ftatt der da, Ob, etc. 8?a, d*b, etc. etc. im; 
mer fort 6a, öb, etc. 6?a, ö?b, etc. etc. fehreibt, während man 
überall unter a, b, c, etc. etc. lin V, 8V,, 8V,, 8V., 8?V,, 
d"1V,,, etc. etc.) bloß die erſten Glieder dieſer Reihen a, b,, 
c„ etc. etc. ſich denft. 


Und dies Verfahren bleibt allemal baffelbe, «8 mögen bie 
Reihen a;, bx, c,, etc. etc, von einander ganz unabhängig, 
ober einige derfelden, Differentialien oder Integralien von den 
andern feyn; oder man mag eine Abhängigkeit zwiſchen dieſen 
Reihen durch Gleichungen P=0, v6, etc. ete. gege⸗ 
ben haben. 


Als Beiſpiel denke man 16, d daß V eine Gunftion von a,, b,, da, 
wo Db,), if, und nun in eine nach ganzen Potenzen von » fortlaufende 
"Weihe verwandelt werden fol. — Man bat dann, wenn man der Kürze. 
wegen 
&a,), durch y und Ofb,), durch = 
beeichnet, und wenn, mie immer die gefuchte Reihe V, durch 


8VA-. —+8°V-3 ZI hen 
urgeſtellt wird, die Koefficienten biefer Reihe V, wie folgt: 
"sV=V,, 
eV = av er + 8V,-5b + dv, dia), + 8V,-8(sb), Sr 
stV —=8°2V,-5a°-+-8°V,- ‚sbe-t3V « (858)? +a°V.. Sa" 
-+-28..V „n’5a-5b 428° AV 52-852 -- 29°: V. a · dahb 
428 Wr -5b-85a-428''V, „-öb- Bob} 29V” * dob 
EV, -5a-+dV,- s°b-+8V, Bst aV.. 85?b; 
wo man bloß doa, dob, 85°a, etc, etc. fatt bezüglich &(52),. D(Sb),, 
B&8*a),, etc. etc. geichrieben bat. 





“) Es iR nämlich nach $. 65.) Sy 882), und sr &sb),. 
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Eben fo 3’V, 3*V, ete. ete. — Weil man nämlid) &a,), burh y,„ | 
und &b,), durch = bezeichnet hat, fo wird man in ben einzelnen Glie⸗ 
dern der vorfiehenden Entwickelungen zu Faktoren erhalten: Sy, 32, 8°, 
8°z, etc. etc., welche man zwar häufig durch 50a, 60b, 5?da, 3*db, ete. ete. 
bezeichnet findet, welche aber allemal bezüglich O6a, Bsb, 83°, Bs°h, 
ete, etc, vorjtellen (nach $. 65.). — In diefer ganzen Unterſuchung find 
aber lauter Ableitungen d nach x verflanden. 


$. 76. 
Roch allgemeinere Haupt: Aufgabe. 

Es ift V eine Funftion von a, b, etc. und noch von x, 
y, etc. Zuerft werden flatt x, y, elc. unendliche, nach Poter |: 
zen von x fortlaufende Reihen x,, vm etc. gefett, deren Kod 
ficienten 5°x, 6x, 6?x, elc., ö°y, öy, ö?y, ete. ſelber wieder 
Funktionen von a, b, etc. find. Nachher aber werden überall 
ſtatt a, b, etc. (alfo fowohl da, wo a, b, elc. erplicit vorkom 
men, als auch da, two folche implicit in 6°%x, öx, 6?x, etc, 
doy, Sy, ö?y, etc. ericheinen) wiederum unendliche Reihen a, 
b,, etc. gefett, welche nach Potenzen von » fortlaufen. Man 
fol nun die Koefficienten 6°V, 5V, 5?V, etc. der nach ganzen 
Potenzen von » fortlaufenden Reihe Vh finden, in welche V 1 
ſelbſt dadurch übergeht. 

Erſte Aufloͤſung. 

Um dieſe Aufgabe zu löſen, wird man ſich zuerſt bloß die 
Reihen für x, y, etc. allein geſetzt denken. Dadurch geht. ſchon 
Vin eine Neihe über, welche nach Potenzen von x fortläuft, | 
welche nicht die in der Aufgabe gefuchte ift, welche mir aber 
einſtweilen nach $. 75.) auffuchen, ihre SKoefficienten jedoch 
(sum Unterfchiede von den Koefficienten in der eigentlich für V 
gefuchten Reihe) durch 5,°V, o, V, 62V, 65V, etc. bezeichnen 
wollen; fo daß man nad) $. 75.) erhält 

1) 6°V = a,b.ete.x,y,ete. 

2) 8,V= 8V,öx + 8V,sy +; 

3) 52V —=8°V,-5x?-+8°V,-.ö5y? +... 28"1V, „-öx-öy 
Terra, sy; 


u. ſ. m. f 
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u. f. w. f., wenn nur zur Nechten (in V, 3V,, 8V,, 8°V,, 
etc.) unfer x, y, etc. überall 60x, 5°y, etc. (d. h. die erſten 
Glieder der für x, y, etc. gefeßten Reihen &,, Yu, etc.) gedacht 
werden. | | 
Dezeichnen wir nun dieſe einftweilen erhaltene unend⸗ 
liche Reihe 
% „? 3 
4) vr Tre VZreVart durch V. 
d mie die in der Aufgabe eigentlich gefuchte Neihe | 
, | 
5) SOVHOV.I HSV Hör Ñ. P... durch Von, 
o entficht offenbar Vch Dadurch aus V,, daß man in letzterem 
Y, (als Funktion von 6,V, 8,V, 82V, eic. etc. angeſehen, 
während diefe letzteren Koefficienten die Buchftaben a, b, etc. 
zplicit und auch implicit in 6°x, öx, 6?x, etc. 6°y, öy, 6?y, 
ele. enthalten) überall ſtatt aller a, b, ete. dieſe Reihen | 


a, oder S'a-L-öa- 7 +%- nt 
b, oder sopob · +52 + 


2 f. f. fubftituirt. 

Nun findet man aber die Koefficintn 5°V, 58V, 62V, 
V, ete. etc., wenn man V.,, nach allem x Feinmal, einmal, 
imal, dreimal, etc. etc. differenzürt, zulegt aber Null ſtatt 
regt. 

- Man erhält daher, wenn man der Kürze wegen vorausſetzt, 
w bloß fiatt der beiden Buchſtaben a und b, bie Keihen 
1, und b, gefeßt worden find: 

6) 86V = 8,V = V. h.a, y,..3 
senn bier zuletzt unter x, y, etc. jene, Anfangs⸗Glieder o0x, 
oy, ete. verſtanden werden, und wenn man nachher ſtatt jedes 
und jedes b, es mag explicit oder implicit vorkommen, die 
nfangs⸗ ‚Glieder 6°%a, 6°b fehreibt. — Ferner erhält man: 

7) 86V =:6 ıYy-0V da--OV u) -öb; 

BU | 20 
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mo 5,V das Nefultat bed Differengürend von V. nach dem 
» außerhalb, das librige aber das Mefultat des Differenzürens 
von V.., nach dem x iſt, das in den Koefficienten von V, näm 
lich in 50V (oder V, nad; 1.), o, V, 82V, etc. ſteckt, wäh 
rend SV das Kefultat des Differenziirens von Vch nach allem 
x bedeutet (nur dag man zulegt immer Null flatt x gefeßt dem 
fen muß). 

Denkt man fi) nun von 7.) links und rechts noch ein 
mal die Ableitungen nach) allem x genommen, fo erbält man 

7) V=68,V)+ 88V.) +68V u-öb). 
Eegt man aber in 7.) ftatt V jegt 5,V, fo erhält man 

7.) 56,N=6 "V-+26, Va-da+86s, Vo .öb. 
Ferner hat man 

7). 68V) = 68V u). —R 6?a; 

fo wie wiederum, wenn man in 7.) d2Vq ſtatt V feßt, 

72 88V.) = 58V 2) +8? V,-5a-+8"'V )-da-öb; 
mährenb nach $. 65.) 

1,) 6, (8V 4) 86, Va 
iſt. — Aehnliches gilt für SV). — Set man aber bi 
Werthe gehörig in einander, fo erhält man zulegt aus 7..) 

8) 2V=52V-+2%6,V)a dat 2%5, Way-sb 

+3 Vo. .6a2-4 2941, 1,-da-5b-1-82V „)-5b* 

+-8V, .ö?a+8V;- ö?b, - 

fo daß man 5?V aus den fchon befannten 50V oder V, fer⸗ 
ner aus 6,V, 6,2V, etc. hergeholt erblickt. 

Auf demfelben Wege Fann man nun aus 5?V in 8.) wie 
derum 5°V, und daraus wieder 6°V u. ſ. w. f. entwickeln 
immer in die fchon befannten 5,°V, 8,V, 82V, 52V, ete.ete 
ausgedrückt. Nur darf man nicht überfehen, daß in den gefum 
denen Nefultaten 6. — 8.) u. f. f. zur Rechten, ftatt der in 6,7 
oder V, ferner in 5,V, 52V, 63V, etc. etc. vorkonimenda 
Buchftaben x. y, die erften Glieder 5°%x, 5°y, etc. der fr 
x, y, etc. gefegten Reihen x, y., etc., dann aber für jedes 

‚a und b, welches explicit oder implicit vorkommt, noch die cr | 
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fien Glieder 5%a, 5°b, der für a und b gefeßten Reihen a, b, 
fubflituirt werden müffen. 
Diefer Weg Fann auch dann leicht betreten werden, wenn 8,V,, 


8,2V, etc. bloß Funktionen von a allein, ober von mehr als zwei folchen 
einderlihen a, b, e, ete. ſeyn ſollten, und ſtatt letzterer wieder Reiben a, 


dder a,, b,, c,, etc. gefegt werben. 
Zweite Auflöfung. 

Das Berfahren der erſten Auflöfung Ichrt die Koefficienten 
6°V, 68V, 8?V, 8°?V, etc. etc. aus einander auf einem Wege 
finden, welcher, genau genommen, nichts weiter als ein, fortge: 
fettes Differenzüiren nach allem x if. — Wil man aber ein, . 
mit dem bisher beobachteten Verfahren nicht ganz analoges eins 
fchlagen, fo kann man die Koefficienten der Neihe 5.) nämlich 
ber Reihe 

Vo oder 5°V--8V- 740. 46 V . Et 

aus denen der Reihe 4.) nämlich der Veihe 

V, oder 5°V-6, V-+ö, 2V. 46. sV.- 3 tn 
auch dadurch direkt und leichter finden, daß man ſi ich in den 
letztern die Reihen a, und b, überall ſtatt a und b gefeßt, und 
daraus wird, in Reihen entwickelt denkt, welche ebenfalls _ 
Potenzen von »fortlaufen, — zuletzt aber das Endreſul⸗ 
nach Potenzen von % ordnet. 
Weil jedoch, um den befondern Fall der vorigen Auf 
rung wieder feft zu halten, 5,°V, 8,V, 5,2V, ö,°V, etc. 
nen von a und b find (melche a und b ſowohl erplis 
als auch implicit in 60x, 6°y, 6x, öy, 6?x, 6?y, etc. ent 
); fo folgt, daß wenn in diefen Koefficienten 5,°V, 5,V, 
V, etc. etc. und allgemein 5,"V die Reihen a,, b, flatt a 
; b gefebt werden, dieſe Ausdrücke 5,"V felber wieder in 
Neiben übergehen, welche man durch | 


NH EHEN HEN 
W* 
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bezeichnen, und deren einzelne Koefficienten man nach dem $. 66.) | 
finden kann, wenn man nur bie dortigen 5 in bie Hiefigen 5' 
ummanbelt, twelche hier abfichtlicd, von den 5, und den bloßen 
5, die außerdem bier fchon vorfommen, unterfchieden worden 
find und unterfchieden werben müſſen. — Man kann num die 
Auflöſung gang allgemein geben. Schreibt man nämlich die 
4.) ſo 







V= s[.'v-5] 


— wo S die Summe aller ‚der Glieder vorftellt, welche aus P 
dem - allgemeinen, in ecfigen Klammern eingefchloffenen Glick 
hervorgehen, wenn nach und nach O, 1, 2, 3, 4, 5, *. in uff" 
flatt a gefeßt wird, — und denkt man fich nun in 5,'V dk 
‚Reiben a, und b, flatt a und b ſubſtituirt; — ſo eilt man: 
aus 4A.) fogleich 

6) Vo=5|5*%, Y).- . 5]. ’ 
wo flatt a alle Werthe 0, 1, 2%, 3, 4, 54 + in inf., und wäh 
vend a irgend einen Diefer Werthe hat, jedesmal noch flatt b 
nach und nach 0, 1,2, 3, 4, 55 --- ın inf. gefeßt, zulett aber - 
die Summe aller diefer unendlich mal unendlich vielen Glieder - 
genommen wird. 


Führt man aber e mittelft der Gleichung a--b=e ein 
c! (a5)! 

und denft man daran, daß ar Ti = (a-+b), = 
(a+b5), — ch ca iſt, WO Car % Binomial:Koefficienten vor 
fielen, fo formt fich die Gleichung 6.) um in 

7) Ve) —6 ———— 

abe | 

wo ſtatt e nach und nach alle Werthe 0, 1, 2, 3, 4, 5, etc. 
in inf. gefegt werden, während für jeden Werth von e, flatt a | 
und b wiederum alle Werthe gefeßt werden, welche O und gange f 
pofitive Zahlen find, und deren Summe —=e if, und wobei 
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dag vorgefete S andeutet, daß die Summe aller dieſer Glieder 
genommen werden foll. 
Vergleicht man 7.) mit 5.) d. h. mit 
. c 
5) vo=sl[sv.X] 
fo müffen die einzelnen, mit x° afficirten Glieder in 5.) und 7.) 
einander gleich feyn; alfo muß für c—=n, 
) 8"V = S{n, 8%, °V)] 
arb=n 
ſeyn, wo rechts ſtatt a und b nach und nad) alte Merthe 
gefegt werden müffen, welche O und ganze Zahlen find, und 
Deren Summe jedesmal —=n ift, während n, den Binomial» 


bI-1 


Koefficienten — vorſtellt, und das vorgeſetzte S anzeigt, 


daß die Summe aller dieſer Glieder genommen werden muß. 
Setzt man bier nun ſtatt n zuerſt O, dann 1, hernach 2, 
u. ſ. f., fo erhält man 
56V = 616, oV) = V; 
 $V =61%8,V)-+öK8,V) = 65, V-+-6K6,°V); 
52V = 81%(8 2 V)-+258, V)-H-8'2(8,°V); 
u. ſ. w. f.; und dieſe Reſultate ſtimmen genau mit denen in 
der erſten Auflöfung gefundenen überein, fobald man nur noch 
bie 5! nach $. 66.) auswerthet, indem man dafelbft nach und 
mh 5,°V, ô, V, 6,2V, etc. etc. flatt des dortigen V febt, 
links aber 5! fatt der dortigen 5 fchreibt. 


$. 77. 


Bon diefer im vorfichenden 6. 76.) behandelten Aufgabe 
verdient uoch (für bie Anwendungen) der befondere Fall ber: 
vorgehoben zu werden, wo nämlich (nachdem x, y, z, etc. 
in X, Ya, Zu, etc. und dadurch V in V, oder in 


5°V+5,V.-+3,°V- art v. St 
übergegangen find) See 6°%%, 6%,, 607, 6x, 6y, ö2, Ö°x, etc. 
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bloß noch als Funktionen des einzigen a angefehen werben, 
der übrigens in V, alfo auch in 5,°V, ô, V, 6,2V, etc. etc. 
noch erplicit vorfommen mag (oder nicht), und mo ae noch 


für jedes a die Reihe a, d. h. 5°a-+-öda- —+8?2.7 + 


geſetzt wird. 
In diefem Salle nämlich hat man | | 
J. doV = — ö, oV= Vuznyuete. ’ - 


wenn unter x, y, z, etc. die Anfangs: Glieder 5°x, 5°y, 5%, | 
etc. und überall unter a (fowohl da, wo es erplicit, ald auch I: 
da, wo es implicit vorkommt) das Anfangs-Glied 5°a vn Fi 
flanden wird. 
- Ferner hat man in diefem befonderen Falle noch- 

I. 6V=8,V-+43V sa und 6,V=6V—8V „da; 

III. 8°2V= 5,?2V-+28(5, V)a-da+-8° V.da?+8V „-6?a; 
u. ſ. mw. f, wenn man nur nicht unterläßt, in diefen Nefultas 
ten zur Nechten, wo x, y, z, etc. erfcheint, ſich 6°%x, 6°y, 5%2, 
etc. darunfer zu denken, dann aber auch für jedes .erplicit oder 
implicit vorkommende a jedesmal das Anfangs-Glied 5%a der 
Neihe a, zu fchreiben, oder doch gefchrieben zu denken. 


Anmerfung. Und weil hier überall nur der Maclaus 
rin’fche Lehrfag in Anwendung fommt,. fo bat man in jedem 
befonderen Falle der Anwendung, wo man die Neihe abbrechen 
mag, nad) $. 25.) auch jedesmal noch Grenzen, gwifchen denen 
das Ergänzungs-Glied liegt *). 






*) In diefer Entwichelungs- Methode find alle dem Verfaffer bekannten 
Entwickelungs » Methoden enthalten, namentlich auch der Calcul des deri- 
vations des Arbogaft, fo wie auch der (von Lagrange und Euler be 
handelte) Calcul des Variations, welches letztere der nächfte abſchnit dieſes 
Kapitels noch beſonders nachweiſt. 
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Zweiter Abſchnitt. 
Variations⸗Rechnung. 


Vorerinnerung. 

In manchen Zällen der Anwendung der fo eben mitgetheilten Lehren, 
; find die Reihen a, b,, V„, ete. von ihren erften Gliedern 602, 5°b, 5°V, 
i etc. unendlich-mwenig verfchieden, weil = unendlich -Elein gedacht if. Dann 
: nennt man die einzelnen Glieder des Unterſchiedes a — 5°a, oder b, — 5°b, 
sder V_—5°V, etc., die mit den verfchiedenen Potenzen von » affieirt find 
(fo daß jedes folgende gegen das vorhergehende ſelbſt wieder unendlich »Flein 
iſt) und wenn die erfien Glieder 5°a, 5°b, 5°V, etc, felbft bezüglich a, b, 
V, ete. find (für welche fpäter die Reihen a,, b,, V,, etc., welche für 
» 0 bezüglich in a, b, V wieder übergehen, geſetzt worden find) — und 
wenn diefe einzelnen Glieder bezüglich mit 1}, 2!, 31, etc. etc. multiplicirt 
werden, — die Variationen von a, b, V, ete.; und es enthält alfo der 
vorhergehende erfte Abfehnitt dieſes Kapitels zugleich die fogenannte Vari a⸗ 
tionssRechnung (Calcul des Varialions) ihrem Wefen nah. Wir 

wollen jedoch auch ihre gewöhnliche Form noch näher betrachten. 


$. 78. 
Gewohnlicher Begriff der Barlation. 
Verwandelt fi) a5 oder b, oder V, in eine nach ganzen 
Potenzen von x fortlaufende Neihe (entweder freiwillig oder ab⸗ 
hängig), welche begüglich durch a,, b., V, bezeichnet und bes 
jüglich jedesmal in der Form 


j j 

6%a 4-6a +68 ta St 
— 2 8 

bob -H-öb —+5?b 5: 15°) St | 


— + 





geſchrieben wird; wird dabei » unendlich klein gedacht, 
und find 5°%a, 6°b, 60V, von a, b, V nicht verichieden, fo 
nennt man in diefen Neihen, die Produkte 


Sa, br, Ve, 


m 
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die nien Variationen begüglich von a,b, V; und dieſelben 
bezeichnet man bezüglich durch 

ö’a, uh, orv; 
und der Unterſchied a — a, oder b,—b, oder V„—V wirhd 


die Sefammt:-Bariation oder Total: Variation von a, 
oder b, oder V genannt. 


$. 79. 
Aus dieſer Definition folgt ſogleich: 
1. 2:.6V — dV und überhaupt x’.5°V = IV, 


u. VeVHaVHs Ve V+ 
ud’V Vy). 

Tnn7T ı )» 

dx" dx" 

m+n mtn/ Ha 
j u v.IeN @ ”; u. ſ. f.; 
dxꝰ.·dy dx" -dx 
alles aus $. 65.) in Verbindung mit vorftehender I.). 

Und multiplicire man die Gleichungen in den Auflöfungen 
ber Aufgaben. der $$. 66. 67. 72. 75 und 76.) bezüglich mit 
x, %?, »?, etc. etc., fo gehen jene Gleichungen fogleich in die 
bicher gehörigen über, und die hiefigen bilden fich aus jenen, 
wenn man bier bloß überall d ftatt der dortigen 5 fehreibe. 

Jene praktifche Kegel, die Koeffictenten 6V, 5°V, 5°V, 
etc. etc. im jeder eingelmen Aufgabe zu finden, gilt daher un 
‚verändert für die Auffindung der Variationen IV, d?V, 
d3V, cte. etc. 

Beifpiel. Iſt z. B. U eine Funktion von x, y,, z,, 8y,, 0°y,. 
'öz,, 0°z,, 8°z,; it feyer V=/.,U-dx; und denft man ſich nun y in 


eine unendliche Reihe y, ober y+tey+ n ö°’y+ 5; $°y-Fetc., und eben 


IL. Oz, V dx = fa, „IV ds; 








fo z in eine unendliche Reihe z+ Satz dc — ete. überge⸗ 
hend, fo geht dadurch V in eine unendliche Reihe über, welche wir mit 
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VHS — etc. bezeichnen. Soll nun die Funktion SV 
in die andern Variationen dy, dz4 etc. etc, ausgedrückt werden, fo hat man 
T. dv U. \n 


und, wem man dy,, dey,, Oz,, 8?z,, 8°z, besüglich durch Yır Ja⸗ 
Zi, Za5 23 bezeichnet, wicderum 


1, U=57- dy rHin. D 


5. My’ + + tn I. 
während jedoch ' 
ey, = ddy = ddy, I, = 9°y—=8?y, u. f. w.; 
2, =0ı=d, 92,=9%0°rz=8°z, uf. m. 


iR, wo alle d fich auf x. beziehen, fo Daß, wenn man überhaupt Ableitungss 
Zeichen ſtatt der Differential» Zeichen fchreibt, 


_ OU,-Iy+0U, „Dy-HöU,, dedy 
III. J— Lou, „da+2U, O2 au, -02dz+DU,, an) 


wird, wobei man nicht vergeffen muß, dag das Zeichen p- dx allemal das 
Sintegral nach allem x bedeutet, was in @ erplieit oder implieit fteckt. 
Dabei ift noch zu bemerken, daß die Wariationen von y und von z als ges 
geben angefehen werben, fo daß die Gleichung III.) nur die Abhängigkeit 
der Bariation SV von den vorher genannten Variationen dy, dz, ausdrückt. 
Es verfieht ſich dabei von ſelbſt, daB der fo eben für SV erhaltene . 
» Ausdruck noch auf mannigfache Art umgeformt werden kann, fobald irgend 
ein praftifches Bedürfniß eine andere befiimmte Form münfchenswerth oder - 
nethwendig macht. Sp 3.8. könnte man alle die einzelnen Glieder in III) 
tur Rechten, welche noch mit ben Ableitungen ddy, 82dy, Odz, 82dz, 8°dz. 
behaftet find, fo lange theilmeife integriren, indem man dabei Die Formel 
des 6. 22.) in Anwendung bringt, bis alle Ableitungen von dy und dz 
(nach x) außerhalb des Integral- Zeichens ftehen; dann würde man fogleich 
ämgeformt erhalten: 
IV. 3V=4,,BU,— 880, )+8*@U, )]-y-dx 
+4: [9U, — OU, )+5°@U, )—d°(OU, )]- dz-dx 
[dU,, —&M8U, )]-dy-HOU, -Ddy 
TE -+[EU,, —&8U, )-+8°(aU, )]-% | 
+[8U, — OU, )]-8%2-FOU, - 8°d2 
mo das recht3 unten angehängte b---a bedeutet, daß in dem, in den großen 
eckigen Klammern befindlichen Ausdrucke überall ftatt x zuerſt b, dann a 
ſubſtituirt, das legtere aber vom erfern fubtrahirt werden fol; während die 


bloßen 8, allemal nach allem x genommen, zu vorſtehen find. 
I 
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Sovoolche Umformungen erfcheinen aber als uge, fo lange fle nicht durch 
irgend eine praftifche Anwendung motinirt werben 

Anmerkung Wir müffen noch hinzufügen, daß es in 
allen Anwendungen evidenter und bequemer iſt, die Variationen 
von a oder V durch x-öa, x2-6?a, ete., x-6V, x2.8°V, etc. 
ſtatt bloß durch da, d?a, etc., IV, d?V, etc. zu bezeichnen, 
fo daß 6a, 6V, ö?a, 82V, etc. etc. endliche Ausdrücke bleis 
ben, während bloß = unendlich Elein gedacht wird. Diefe nd 
lichen, in dem erftern Abfchnitt dieſes Kapitels behandelten sa, 
ö*a, etc., 68V, 5?V, etc. fann man dann die Variation 
Koefficienten nennen. 

Aus diefem Grunde wollen wir Fünftighin jeng 
in dem erftern Abfchnitt dieſes Kapitels behandelte 
allgemeine Entwicelungs: Methode ebenfalls ſchon 
Variations⸗Rechnung nennen, gerade fo, wie wir- hie 
häufig und des Wortes differenziiren bedienen, wenn wi 
das Gefchäft der Auffindung der Ableitungen ausdrücken 
mollen. 





Zehntes Kapitel. 





Die allgemeinfte Lehre vom Größten und Kleinken. 


Borerinnerung. 
Dbgleich wir bereits im I. Bd. $. 61. und $. 167.) eine Theorie vom 
een und Kleinften gegeben haben, fo find jene Unterfuchungen doch nur 
als ſehr fperielle Fälle der bier folgenden allgemeinften Lehte vom Großten 
und Kleinſten anzuſehen. 
$. 80. 
Die allgemeinfte Aufgabe vom Größten und Kleinſten. 


Sf V eine Zunktion von beliebigen Veränderlichen, mit 
oder ohne deren Ableitungen, mit oder ohne Sintegrale derfelben, 
‚ja mit oder ohne ung zur Zeit noch unbekannten Ausdrucks⸗ 
Formen; und fteht V, diefelbe, auf eine beliebige, aber in jedem 
Galle gegebene Weife durch x variirte Funktion V vor (d. h. 
diejenige Sunktion, twelche aus V hervorgeht, wenn man flatt 
eines, oder ftatt einiger, oder flatt aller ihrer Veränderlichen 
I. B. ſtatt der in ihr vorfommenden | 

X, y 2, dy,, 8z,, etc. d"'u,,, etc. /,,.y-dx, 


SarmUsyöy... 4%, 
unendliche Reihen fegt, die bezüglich mit x, y, z, etc. etc. etc. 
ſelbſt anfangen, aber nach Potenzen eines unendlich»Elein ges 
dachten x fortlaufen); — fo liefert V„, je nachdem » pofltiv 
oder negativ, wenn nur immer tnendlich-Elein gedacht wird, 
zwei an V nächft angrenzende Werthe, beide (nach dem vor: 
bergebenden Kapitel) durch 


—— te 
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vorgeſtellt. — Man fol nun die Bedingungen auffuchen, unte E 
welchen V größer if, als diefe beiden nächſten Nachbar⸗ 
Werthe V, und in diefer Beziehung ein Größtes (ein War 
mum) genannt wird, oder beftimmen, wenn V Eleiner if, al 
Diefe beiden nächften Nachbar: Werthe, d. h. in dieſer Beziehnn 

rin Kleinfteg (ein Minimum) if. ; 


Auflöfung Da 
V—V=8V.+8°V.5; x ; + Vz; 37 en 


ift, fo kann der Unterfchied V,—V nicht immer einerlei (+, —) 
Zeichen behalten Cbei dem Uebergange des x vom Poſitiven zum 
Negativen), fo lange dag Glied SV -x (telched mit = zugleich 
fein + oder — Zeichen mechfelt, und defin 4 oder — 3 
chen, wegen des umendlich-Elein gedachten x, das des ganm 
Unterſchiedes V.—V if) noch vorhanden fich zeigt. Alſo if 
I. 8V0 
eine Bedingung, welche erfüllt ſeyn muß, wenn überhaupt ein 
Maximum oder Minimum von V ſoll ſtatt finden können. 
Iſt dann noch 02V (für dieſe aus 00 gefundenen 


Werthe der Veränderlichen) Dane ‚pi V.— V allemal 





poſitiv 
—32 (weil x” fein Zeichen nicht ändert, ed mag ⸗pofi 


tin oder negativ gedacht werden), d. 5. V felbft allemal ein 
mt. 
Marimum }' 

Iſt für 8SV=0 auch noch 0290 und auch ned 

62V0, fo fängt die Entwickelung von V„—V mit dem 


4 
Gliede — an, und da x* immer poſitiv wird, fo enb⸗ 


poſitiv Minimum) _ 
ſcheidet dann 8*V heat ob Vein —— ſt 
u. ſ. m. fl 


Weil aber die Entwickelung von V.- V in die Reihe 
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8V.x-+ etc. etc. mittelft des Maclaurin’fchen Lehrfages erhal: 
ten wird, fo wäre es möglich, daß gerade die Werthe der Ver: 
änberlichen, welche V zu einem Marimum oder Minimum 
machen, zu den Ausnahms⸗-Werthen gehörten, für welche die 
Maclaurin’fche Neihe nach $. 158. d. L Bds.) deshalb nicht 
mehr ftatt findet, weil entweder 5V, oder 5°V, oder doch 5° V; 
5*V, etc. etc. die Form r annehmen. — Iſt aber dann für 
dieſe Werthe der DVeränderlichen, noch nicht =, fo 


Hat man doch (nach $. 158. d. I. 368.) noch immer - 
V„-V=6V.x--P-x*-..-, 
fo dag alfo noch immer 65V —=0 ſeyn muß, wenn V für 
diefe Werthe der Veränderlichen ein Marimum oder Minimum 
ſoll ſeyn können. — Weil aber die Werthe der Veränderlichen, 
welche V zu einem Marimum oder Minimum machen, zu den⸗ 
finigen Ausnahms⸗Werthen gehören Eönnten, welche bereits oV 
uf die Form 7 bringen, fo wird man, um diefe etwa vor- 
handenen Werthe nicht zu verfehlen, auch noch 
1 1 
I: =; d. h. zy=0 
ſetzen und aus dieſer Gleichung ebenfalls die Werthe der Ver⸗ 
änderlichen beftimmen, für leßtere aber die Differenn V„—V 
direkt in Reihen (nach gebrochenen Potenzen von x) verwan 
dein, und zuſehen, ob diefe Differenn V.—V mit x zugleich 
ihr („P oder —) Zeichen mechfelt, oder nicht. Im erftern Fall 
iſt V für dieſe Merthe kein Marimum und auch kein Mini: 
mum; im andern Falle ift Dagegen V gegen V, ein m 
’ * Maximum“ 


poſitiv 
28 bleibt. 

Anmerkung. Der Gang iſt derſelbe wie der im J. Bd. 
$. 61.) und $. 167.) bereits betretene; auch find jene Säle in 


— — 


wenn V.— V immerfort 


318 Höhere Analyſis. IV. Abth. Kap. X 681. 


diefer allgemeinften Aufgabe enthalten. — Man ſetzt alfo 58V —0, 
findet aus dieſer Gleichung, welche fi) häufig in zwei oder 
mehrere Gleichungen zerlegt, die Werthe der unabhängigen Be: 


änderlichen. Man fest dann auch wo und findet auch 


aus diefer Gleichung die Werthe der unabhängigen Veränder 
lichen. Zür jedes zufammengehörige Syſtem biefer gefundenen |" 
Werthe unterfucht man die Differenz V, — V. Aendert fie mit [' 
» zugleich ihr 4 oder — Zeichen, fo machen diefe Werthe bie I 
Sunftion V weder zu einem Marimum, noch zu einem Mint 
mum; — ändert aber V„— V, während x vom Poſitiven zum 
Negativen übergeht, fein + oder — Zeichen nicht, fo ift V für- 


biefe Werthe ein —— wenn dieſe Differenz V„—V 


immerfort * bleibt. 


Das Schwierige in der praftifchen Durchführung der 
Aufgabe des $. 80.) iſt gewöhnlich die weite Behandlung der 


Gleichung 40 0 (wenn wir = „ wie folches hier 


gefchehen mag, nicht näher betrachten Bote) Theils um die F 
Schwierigkeiten zu zeigen, theils um fie heben zu lehren, mögen 
daher folgende Fälle noch näher betrachtet werden. 


g. 81. 


I. Iſt V 6108 eine Funktion von x allein, uͤnd ift V, 

nichts anders als V, ., fo wird (nach $. 66.) 
6V = 8V,-6x=dV,, 

weil jegt .—=x+x, alo x=1, 5x —=(0, ’x=|, 
etc. etc. vorausgeſetzt wurde; alfo geht jetzt SV—0 in 
8V,—=0 über, und dies ift die Aufgabe des I. Bde. $. 167. 
L), womit die biefige Auflöfung genau übereinftimmt. 

II. Iſt V eine Funktion von x und y, und V, dag, was 
aus V hervorgeht, wenn 
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fat x jetzt x, dh. xtöx-ace 

ftatt y jetzt VY« d. h. y-+öy-s-t 
est wird, — fo ift nun (nach $. 67.) 

68V = 8V,.6x+8V,-öy. 
erden nun x und y, alfo auch x, und y„, mithin auch dx 
d öy als von einander ganz unabhängig gedacht, fo zerfällt 
Gleichung 86V’ —0, da fie für dy—0 und für, jedes 
‚und auch für 5&x—=0 und für jedes Sy, immer flatt 
den muß, in die beiden Gleichungen 
8V,=0 und BV,=0; 

d dies ift bie Aufgabe des I. Bos. $. 167. II), mit deren 
flöfung die hiefige genau übereinftimmt. 

Sind aber x und y mittelft der Gleichung &,==0 ders 
ſtalt von einander abhängig, daß gleichzeitig auch noch 
„0 alſo auch Sp=O feyn muß, fo hat man noch 
il öp = d9-5x-dp, öy iſt, die Gleichung 

Opı öx-}-dgpy- öy= 0, 
elche die Abhängigkeit zwifchen 5x und Sy ausdrückt. Elimi- 
tt man nun öy aus 6V—=0O und 6900, fo geht die 
lihung $SV=0 übe in 


dV. —- oV, ne) öx—=0, oder 8V,-öp,—d9,8V, = 0; 
y 





nd dieſe Gleichung in Verbindung mit 9,0 giebt nun 
ie Werthe von x und y, welche V,, zu einem Marimum 
der Minimum machen können. Ob aber died Ereigniß eintritt 
der nicht, hängt erft von der Unterfuchung des Werthed von 
—V ab, wie er für Diefe Werthe von x und y hervorgeht. 

Es kann aber auch p,, ohne der Null gleich zu feyn für 
De zufammengehörigen Werthe x, und y, immerfort einen und 
nfelben conftanten Werth behalten follen. Dann ift ,—p=0, 
fo doch noch Sp-x ++ =0, d. h. noch immer SP=—0, 
ie kurz vorher auch. Alſo bleibe die Zerfällung ber Glei⸗ 
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hung 8$SV—=0 did genau fo, wie bei der nächft vorherge⸗ 
benden Annahme. 


I. Iſt V eine Funktion von x, y und Ddy,, welche Ic 
tere Ableitung dy, durch y, bezeichnet feyn mag; und ei 
V, dadurch, daß man 

bloß ſtatt y ſetzt y. oder y-öy-x---, 
aber dann auch | 
ftatt Oy, oder y, feßen muß Ay.) d. h. dy,-tdöy-x+--, 
wo die bloßen 8 ſich auf x besiehen, fo bat man nach dem 
$. 67.) in Verbindung mit $. 65.) 
1) 68V = 8V,.8y-+oV, -döy®). 
A. Soll nun die Gleichung 0V — 0 für jede Beliebige 


Sunftion von x gelten, welche ftatt Sy gefeßt werden mag, fo 
zerfällt fie jeßt wiederum (weil Sy eine beliebige Conſtante ha⸗ 


ben kann, die in doy nicht vorkommt, weil alfo die Werthe 
von sy und Aöy von einander unabhängig bleiben, fo daß. 


gleichzeitig 0öy = = 0 und Sy beliebig feyn, und gleichzeitig 
öy=0 
*) Dem Geifte unferer Behandlung im vorhergehenden Kapitel gemäß, 
bezeichnet man die, obgleich gegebene Reihe 
1) 8y,t95y- »d?5y- ut 
welche ſtatt yı geſetzt werden muß, um V, aus V gu erhalten, abermals 
nach demfelben Schema durd) 
2) (J1), d. h. durch yı-töyı-“+6°Y: nt 


fo daß 8yr, 5°yr, etc. miederum bloß bezeichnete Koefficienten find; 
welche jedoch, da die Reihe 2.) von der Keihe 1.) nicht verfchieden feyn 
foll, bereits in die Koefficienten Sy, 5?y, etc. ausgedrückt find, fo daß man 





— 


ö5y, doy, 6°y, —=05?y, etc. etc. hat. Da nun V als Funktion von 5 


und yr, welche bezüglich in y, und (y.), übergehen, betrachtet werden muß, 
fo hat man 
| . V=8V,-sy+öV, -Jı; 
und fo findet fich der obige Ausdruck für SV. 
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y—=0 und döy. einen beliebigen Werth haben Fann) in die 
eiden Gleichungen 
2). V,=0 m 93 89,=0. 

B. Soll bie Steihung 1.) nicht für jedes Sy, gelten, d. h. 
oll die Funktion V nicht gegen jedes V,„, fondern nur gegen 
diejenigen V, ein Maximum oder Minimum werden, welche aus 
inem öy hervorgehen, das für jeden andern Werth von x aus 
es und immer fo wird, daß entweder 

bloß 869 — 0, aber nicht Böy=0, 

oder bloß doͤy — O, aber nicht öy—=0 wirb, 

o reducirt fich die Gleichung 1.) im erftern Falle blog auf 


4) oV,=0, 
m andern Falle aber bloß auf 
5) 8V,—=0. 


Ehe wir weiter gehen, Mag das vorftehende durch einige Beiſpiele er⸗ 
ſetert werben. 
Beifpiel 1. Man ſoll die Kurve finden Cd. h. ihre auf die rechtwink⸗ 
Koordinaten⸗ Aren OX und OY begogene Gleichung zwiſchen x und 
), welche durch einen gegebenen Punkt (=, B) hindurchgeht, und welche 
i an jeden ihrer Punkte DI (Fig. 21.) (deſſen Abfeiffien- Werth OP, 
x ſeyn mag, fo daß PM = y if) die Eigenfchaft hat, daß die durch dies 
Punkt M hindurchgehende und von zweien, zu den Abfeiffens Werthen 
‚a und OT, =b gehörigen Drdinatens Richtungen SS, und TT, 
enste Tangente SMT Heiner if, als die zu berfelben Abfeiffe OP = x 
Whörige und eben fo begrenzte Tangente einer jeden andern nächft anliegen: 
en Nachbar⸗Kurve, welche ebenfalls durch denfelben gegebenen Punkt (a, P) 
indurchgeht. 
Iſt hier y=y, die Ordinate MP der geſrchten Kurve, ſo drückt 


„db ytöya+ö°y5 te 
van Sy, 5°, ete. etc. als ganz beliebige gunttionen von x gedacht find 
nd = unendlich Klein genommen wird, — den, zu demjelben Abſciſſen⸗ 
Berthe x gehörigen Drdinaten Werth der nächften Nachbar» Kurven aus, 
ud es find diefe Funktionen sy, 5?y, etc, etc. feiner andern Bedingung 
uterworfen, ald daß für <a, allemal „„=y=Bß, alſo 5y,, 5*y,") 


*) Wir verfichen unter Sy, O5y., 573 ., ete. etc. hier immer Das, 
3 aus Sy, UN: 5°y, etc. wird, fo oft man a ſtatt x fchreibt, 
Bd. II. DAN 
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ee. eie. —0 werden mu; cine Trtingung, melde Beinen Einfiah auf ie 
fer der Funfiismem dv. 5’x. etc. her, isubern bei scher heſichigen Ian 
Dieser Zunfrisuen turch Die idikliche Ammahıme einer einigen Esafent i 
bieſer Form erinlkı werten fenm. 5 
rum fiber (ch nady I. DB. 56. 170. 11) Dir Länge V Der Tanga 
SET %, nämlich 
V=6-3),-11-% ?=6b—a)-1ity}- | 
wenn wir Dr, durch v, bezeichnen Die Länse V, terfelben Tangent: fü 
jede nächlle Neachbar⸗Kurve if daher 
Va 


Man finder num oV, —=ß0, av, ‚=b—.a)- 





J— 
al⸗ =b- 0. dr. 


Die Sleichung SY=O geht daher hasmaläler in 
y=0, d.h. y,=0 md ge y=c 

wo c eine willführlihe Conſtante if. Da für x=a, v3 werben 

fo erhält man neh c=P; und es ik daher die Gleichung ber 

Kurve daemal 








Es wird ferner dasmal 
1 
5 (b a — ⸗ 2; 
(-+-y)Y1+y? 

und da hier überall VI-y2 ihren pofitiven Werth vorkellt, fo zeigt 
52V pofitiv. Alſo it V ein Minimum. 

Beifpiel 2. Es wird die Kurse NMR (Sig. 21.) gefucht, in wei 
das Produkt SS,-TT,=V ein Minimum wird. 

Dasmal findet fich 


V=ly+@-y,1Xly+b—xyı]; 
daher, meil die Gleihung SV =O in av, =0 md 87, —0 zerfalt, 


ov,* Yy-(a+b— %)-dy, Ze 


8V, = (a-+b— 22)y-+%(a—x)(b—x)-dy, =0. 

Diefe beiden Gleichungen geben, wenn dy, eliminirt wird y=0, und bs 
y=0 beiden Gleichungen zugleich wirklich genügt, fo löſt folches die Auf⸗ 
gabe. Dies giebt eine Gerade, die mit der Abfeiffen= Are zuſammen fallt. 
Iſt daher B nicht = 0, fo hat diefe Aufgabe gar Feine Auflöfung. 

Aber auch, wenn B = 0 gegeben ift, zeigt es fich, daß für y=0 5°V nick 


f 


und 


\ : N 
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mmerfort poſitiv und auch nicht immerfort negativ wird, daß alſo auch 
y=0 unſer V nicht zu einem Maximo oder Minimo machen kann. 

Beifpiel 3. Hätte man aber in der vorhergehenden Aufgabe verlangt, 
daß V ein Minimum werden foll bloß in Bezug auf diejenigen nächften 
Machbars Kurven, welche gerade allemal auch durch denfelben Punft M hin- . 
durchgehen, an welchen jest eben die Tangente SMT gedacht wird, fo hätte 
man jest ben erfiern der Fälle IIL B.) nämlich den Fall, wo für jedes eben 
gedachte x, y„—=y, aber nicht 8y,„=dy, werden fol. Dasmal hat 
man alfo bloß die einsige Gleichung V,,=0, weiche aus 5V= 0 hervor⸗ 
geht; alfo die Gleichung 


(a +b— - 25)y +%a—x)(b—x).dy, =0 
oder - u | 
2 _ %x—a—b 
"y 7 gUx—a)(x—b) 
Diefe Gleichung integrirt, sie 
y„?=C(fa—x)(b—x). 
‚Beil aber für x=a, y=B T werden fo, fo bat man noch zur Beſtimmung 
der Conſtante C die Gleichung 
= Ca )b-o); 
ſo daß die Gleichung der gefuchten Kurve wird 
% — (a—x)(b—x) 
(a— a) (b— a)" 
Dies ift die Gleichung einer —*8* wenn « größer als a und b, oder 
wenn a Fleiner ald a und b ift; dagegen giebt diefelbe Gleichung eine, El⸗ 
Lipfe, wenn « zwiſchen a und b liegt. 
Es wird noch gefunden. 
°V—=8°V, Goy) = Aa—x)(b—x)- (Böy)*. j 


Alſo macht die Kurve v iu einen Marinum, fo oft der Punkt ME: zwifchen 
8 und T liegt; dagegen zu einem Minimum, fo oft der Punkt M, an wel⸗ 
dem die Tangente gezogen wird, links von S oder rechts von T genoms 
wen wird. | 
Beifpiel A. Sollte aber daffelbe Produkt V=SS,XTT, ein Mi 
nimdf werben, aber bloß in Bezug auf alle Diejenigen nächften Nachbar z 
Kurven, deren Tangınten für denfelben jedesmaligen Werth von x alle mit 
einander und mit SIT parallel laufen; — fo wäre dasmal für ber jedes- 
Mmaligen Werth von x, O(y,),=dy, gedacht, alfo sy zwar beliebig, aber 
für einen jedesmaligen anderen Werth von x anders und fo gedacht, daß 
für denfelben Werth von x, Köy), 0 wird. Dies wäre alfo der zweite 
"der Sälle IT. B.). 
Dasmal hat man daher oV,=0, d. h. 


21* 
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1 
ta +b— %x).dy,=0 oder ee 


alfo wenn man integrirt 
y=Cx—3j2—;b) oder y—ß= —upee 


wenn man C fo beftimmt, daß y=B wird für x. 

Diefe Gleichung ftellt eine Gerade vor, welche die Abſeiſſen⸗Axe gem 
in der Mitte U zwiſchen S, und T, trifft, übrigens durch den gegeben 
Punkt (m, 5) hindurchgeht, wie (Fig. 22.) zeigt. 

Aus sV= OV,-öy folgt fogleich für den hier gefundenen Werth von J 


6°?V =29-5y?; alfo wird 52V pofitiv; folglich ift für diefen Werth von y, 
die Funktion V wirfli ein Minimum *). 


$. 82. 
Iſt | 

1) = SU: I 
Dagegen U felbft nie. eine der im $. St. H. IIL) eu 
ten Sunftionen; find ferner die nächften Nachbars Werthe Vu, ie 
gegen welche V ein Marimum oder Minimum werden fell 
folgende: 

2) V„=f,. Urdx, Ä 
wo U, das bedeutet, was aus U hervorgeht, wenn ftatt de | 
Elemente y, z, ete. jeßt die mit denfelben Elementen anfan 
genden Reihen y-öy-x+ +, z+ö2.x-+.- gefegt wer b 
den, — fo wird man 





Verfolgt man diefe Auflöfung geometrifch, fo fieht man (Fig. 22.) 
S mit N, T dagegen mit R zufammenfallen. Der Ausdruck V, welcher dad 
Produkt der beiden Ordinaten-Werthe der Tangente vorftellt, iſt dasmal 
negatin, weil der zweite Faktor den negativen Wert) — TT, hat. — Des 
Produkt der als pofitiv gedachten Linien SS, und TT, ift daher eigentlic) 
ein Marimum, weil nur dann V—=—SS,-TT, ein Minimun feyn Fan. 
— Und in der That ift jest, wo S,. U— T. V if, auch SS, —=TT;; 
mährend jede andere mit diefer ST parallele Tangente z. B. VW für jede 
andere nächftzanliegende Kurve, die eine der Drdinaten um ein Stüd 
SY=TW=z größer, die andere um daffelbe Stück Fleiner macht, fo daß 
das Produkt derfelben durch (SS. —z)(SS,+z) d.h. SS?—z* ausge⸗ 
drückt, alfo offenbar um das Stück 22 kleiner wird, als das erfiere Produkt 
SS, -TT,, welches hier =SS 2 gefunden wurde. 
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) 8V == f,. SU-dx 


fo finden, wie etwa in dem Beifpiele zu $. 79.), fo daß, wenn 
3. B. U eine Sunftion von X, Yı Yar Yo, % und z, ift, man 
Haben wird 
dU,-öy-HBU,, -döy-LöU,, -8°6 
2 8 =] j Tun. Lau" 8 | ‚de, 

wo bie bloßen 5 fich allemal auf alles x beziehen, 6. h. wo | 
Doy ſtatt d(0y). ſteht, u. f. w- 

Mm aber die Behandlung der Gleichung 00 —0 gehö— 
tig durchführen zu Eönnen, muß man jedes folche Integral vor: 
ber, durch wiederholte theilmeife integration, fo lange umfor⸗ 
men, bis fein mit doy, Oz, 8%öy, etc. etc. behaftetes Glied, 
‚ fonder lauter nur mit Sy oder ö2 behaftete Glieder allein noch - 
unter dem integral: Zeichen vorkommen, eine Umformung, weiche | 
wir im Beiſpiel zu $. 79.) durchgefegt haben. 


Diefe Umformung ift allemal möglich, da jedes einzelne Glied integrirt 
werden nf. Geſeit nun, ein Glied von SV hätte die Form | 


a) Ar ‚DU, -0?52-dx, 
fo würde man durd) Anmendung der Sormel 
8) Ju Öv,).dx = [arl,,,— A700.) dx, 


wenn Döz flatt v gefegt wird, zunächſt erhalten 
V SU, 9°öz-dx—[OU,, -d62],.,—/,. „OU, )-852- dx, 
wo die bloßen d fich auf alles x besichen. Das letztere Integral giebt aber 
nach derfelben Sormel B), wenn jetzt 62 flatt v gefent wird, fogleich noch 
D) SU, )-052-dx—[öföU, )-s2},,, — A. ,d°(0U, )-ö2-dx 
Subftituirt man daher diefen Werth in die M, fo ergiebt ſich 
€) SV, .d252-.dx— [OU, -dsz],.,— [OXaU,, )- DR 
fd *(OU, )-öz-dx, 
fo daß nur noch 62 allein, aber Feine der Ableitungen Osz, d202 mehr un- 
ter dem integral: Zeichen erfcheint. | | | 
Auf diefe Weife wird alfo, unter unferer obigen beiſpiels⸗ 
weiſe gemachten Vorausſetzung, der Variations⸗Koefficient SV 
in 4.) ſo umgefornit erſcheinen, nämlich 
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5) 60 = ([OU,,—808U,,)]-5y-+BU,,-85y-+8U,,-ö2),,, 


Hr. (ee 
“  +2BU, — &(aU,)]- 

So wie biefe Umformung von 5V bewerffichigt if, fo kaun 
man, und nur dann erft, behaupten, daß 5V—=0O im Allee 
meinen nicht exiſtiren kann, wenn nicht der noch unter dem 
integral: Zeichen befindliche Theil für fich, und auch der außer 
halb des Sihtegral: Zeichens befindliche Theil für ſich, ber Ruf 
gleich iſt ). — Dadurch zerlegt ih SV=0 in zwei Sk 
chungen, von denen jebe wieder, nach den befonderen Umftänden 
der befonderen Aufgaben auf's Neue fich zerlegt. — Die erſtere 
Gleichung giebt aber allemal Differenzial: Gleichungen, welche 
noch integrirt werden müflen; und fie heißen die allgemeinen 
Gleihungen des Marimums und Minimums Di 
andere Gleichung, auch wenn fie wieder in mehrere zerfällt, giebt 
allemal Gieichungen, in denen Fein x mehr vorkommt, weil flatt ſi 
ber x bereits Die Grenz: Werthe gefetst worden find. Man 
nennt fie deshalb die Grenz⸗Gleichungen für das Mari; 
mum oder Minimum, und fie dienen nebft den etwanigen 
‚ Übrigen Nebenbedingungen der Aufgabe, zur Beftimmung be |; 
durch die integration der erftern Gleichungen eingegangen 
willkührlichen Conſtanten. 

Folgende Beiſpiele mögen dies deutlicher machen. 

Beifpiel 1. Es fol die Kurve y=y, gefunden werden, welche 


wifchen gegebenen, u x —=a und x—=b gehörigen Grenz⸗Ordinaten die 
fürzefte ift. 
Wird durch V die Länge diefer Kurve bezeichnet, fo hat man bier 











1) vV= Sit: Oy,-dx; 
fo daß 
) U=Yy1ty; 3) V =... U.dx; 
4) U=—i—.d und 5) VU · dx; 
? Yı-+ry? ’ g Jon 








*) Ueber den Beweis diefer Behauptung leſe man die *6 34387. 
d. VI. Th. d. „Syſt. d. Mathem.” 
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iR; folglich hat san, wenn man theilmeife integrirt, 


er Ser)” 


(ee 


wo zuerſt b flatt x, dann a flatt x geſetzt worden if. 
Die Gleichung 890 giebt daher jetzt zunächſt die allgemeine 
Gleichung des —— oder Anmin— 
7) = =e oder Yı d. h. dy, * C., 
wo C eine —* —8 ri key man diefe Gleichuns noch 
einmal ‚ fo erhält man 











y=Cx+te’, 
wo y und c/ mei noch zu beflimmenbe Eonftanten find. 
Weil aber auch Sy, und Sy, ganz willkührlich find, fo zerfällt bie 
Grenz⸗Gleichung 


” (vi); RT vr +77 :) = 


fogleich wieder in bie beiden Gleichungen 


10 -0 m 1) —— 

) (Ve), u y (= a 

werie beide, weil y= C iſt, dama in die einzige Gleichung 
12) 











= 


Iofammenflen. — Die gefuchte Ba it daher dasmal durch die Gleichung 
13) 


gegeben, und diefe Gleichung beit ee, mit der Abfeiffen-Are OX pa⸗ 
rallele Gerade aus. 

Sol fie noch durch den Punkt (a, B) hindurchgehen, fo zeigt ſich noch 
e==Bß, fo daß dann die geſuchte Linie ausgedrückt iſt durch 


14) y=B. 
Für y.=0 jeist fi SU= (Bey, alſo 5V=/,. (95y)?-dx alles 
mal pofitiv; daher ift für dieſen Werth von y, die Länge V wirklich ein 
Minimum. 

Beiſpiel 2. Hätte man nicht unter allen möglichen, ſondern nur 
unter allen denen nächfien Nachbar» Kurven, welche durch diefelben, gegebes 
nen oder nicht gegebenen Endpunkte hindurchgehen, die Kurve der vorherge⸗ 
henden Aufgabe gefucht, fo hätte man zwar sy beliebig, aber dach fo ſich 
denfen mitfen, Daß sy, — 57,0 if. Dann wäre die Grenz Gleichung 9.) 
von felbft erfüllt, und die Gleichung der geſuchten Linie wäre nun ausge 
drückt geweſen durch 

15) | y=Cx-+c, 
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wo die Eonftanten C und c’/ fo lange unbeſtimmt bleiben, «ls fie nicht bar 
Neben Bedingungen näher beftinnmt werden. 

Sind 4 B. entweder die Endpunkte gegeben, oder find Überhaupt ind 
Punkte (a, B) und (y, 5) gegeben, durch welche dieſe Gerade hinburchgehen Ta 
fol, fo hat man zur Bekimmung diefer Sonftanten C unb ec’ die beiden 
Gleichungen 

16) =Ca +‘ md s=Cy+e. 

Beifpiel 3. Es wird in einer Ebene die kürzeſte Linie y=y, pw 
ſucht, unter allen. denjenigen nächfien Nachbars Kurven, welche zwiſchen gege 
benen, zu x=a und x=b gehörigen Ordinaten- Richtungen einerlei Ju⸗ 
halt haben. 

Hier if, wenn V wiederum die Länge der Kurve ausdrückt, abermals 

1) V=/A.,ViFy?-dx; 
aber dasmal iſt Sy nicht willführlich, fondern Sy muß dasmal der Vedi⸗ 
gung genügen, daß 
Se Rh dk d.h Adydir—0 
ift. Weil jedoch diefe Bedingung 2.) für jede Form von Sy fich erfüllen 
läßt Cdurch zweckmäßige Beftimmung einer einzigen in diefer Form vorhan⸗ 
denen Eonftante), fo bleibt die allgemeine Gleichung des Maximums oder 
Minimums doch wieder diefelbe | 
y=Cx-e. 
. Und meil felbft Sy, und Sy, von einander unabhängig bleiben, fo bleiben 
die Grenz: Gleichungen wieder wie im Beiil 1.), ff daß C=0O und 


J= 
wird. Diefe Conſtante ce’ beftimmt ſich “aber, menn der Inhalt /,. da 
ein gegebener und =g ift; denn dies giebt die Gleichung 
N. %&=f,.,!.d=eb—-cda=c(b—a)=g, 


woraus = fih ergiebt. 


Sollten die Grenz⸗Punkte aller nächſten Nachbar⸗Kurven mit denen der 
geſuchten Kurve zuſammenfallen, wären aber ſelbige nicht gegeben, ſo wäre 
5y,—=6y,=0, und fo hätte man wieder, wie im Beiſpiel 2.) 

y= Cx+ ce’; 
und eine ber Eonfianten befimmte fich aus der Gleichung‘ 
Su, dx = Ob? — a) + c/(b— 2) 8, 
während die andere Conſtante etwa noch Dadurch beſtimmt werben kann, daß 
man die Linie auch durch einen gegebenen Punkt (w, B) gehen läßt. 

Beifpiel 4. Man foll die Kurve finden, weldhe von x=a an bis 
wux—b hin, die kürzeſte ift, unter allen denjenigen nächſten Nachbar⸗ 
Kurven, deren swifchen den Grenzen x= a ımd x—x genommenen Inhalte 
ganz beliebig und unabhängig fich ändern, aber für x—=b einander gleich 
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een fo daß diefe Kursen wiſchen x=a und x—b alle einerlei Ans 
en. 

Hier iſt die Ordinate y, von dem Inhalte =, abhängig und zwar mit⸗ 
It der Gleichung 

SS Jr &=1, der y„—=Ö(z,). 
s hängen baher dasmal Sy, 5?y, etc. von öz, 5°z, etc. etc. ab, umd letz⸗ 
re find die unabhängigen und willführlichen. Wenn daher jest noch immer 
eV = — 

braV 1 ty L 
ft, fo gilt diefe Gleichung doch nicht für jedes Sy, fondern nur für dieje- 
igen Sy, welche von sz mittelfi der aus 

















y-%, 
erunrgehenden Gleichung 
= B6z 
bhängen. Man erhält daher, wenn min J eliminirt, 
8V -O252 dx. 
„ar +7 
Integrirt man nun zweimal hinter einander Wa . era fih 
V= 7 u +62 7) z.dx, 
Vor i vis? ı \v * I 








Ind die Gleichung SV =O zerfällt daher, ı weil nach der Vorausſetzung 52 
ganz beliebig und willkührlich gedacht werden kann, jest in die allgemeine 
Bleichung 
L de vr) —=0 I _ —ex+e 
(Ve, Zu vi+y? Te 
v9 c und c/ zwei durch diefe letztern Integrationen eingegangene willkühr⸗ 
iche Eonftanten find, und in die Grenz: Gleichung 


Ne), * 


— 53,=0. 
Hoyer ** a 


:öft man die Gleichung I.) nach y, ober dy, Alzebraiſch auf, ſo er⸗ 


ält man Let 
cx 
ö ı — — — 
I: V1-(ex-+e)? 


ind hieraus, wenn man nad) x linis und rechts die Integrale nimmt, 
ya - Vi —J— 














der 


| (en _1 
ge’ ++ <) = 
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Dies iſt die Gleichung ber gefuchten Kurse. Sie ſtellt eine Kreislinie vor, 
deren Radius —- it, und deren Mittelpunkt Die Roorbinaten - Werte 
Lund het. Die drei, durch die Integration eingegangenen Em; 


fanten c, € und €" erwarten mum aub der Grem+@lcihung IL) ghee w 
here Beſtimmung. 

Weil aber nach der Vorausferung der Inhalt = von ber Srenie, m 
x=b if, unveränderlid, fern foll, fo hat man aus 

SI Kid mh Ss37° K=,—,=0. 
Setzt man nun in die Grenz⸗ Gleichung IL) flatt y den gefundenen Wat | 
in x, fowie 5m, ſtatt 5z,, fo rebueirt fich folche bloß auf 

' (cb-+ c/)-d52, — (ca-+c')-dsz,=0. 

Wird nun noch die Bedingung hinzugefügt, daß die gefuchte Kurve und ale |” 
nächſten Nachbars Kurven, mit denen fie verglichen wird, durch dieſelben |” 
gegebenen, zu xa und x—=b gehörigen Punkte hindurchgehen follen, # | 
hat man noch 





Y=5y,—=0, d.h Br,—=dsz,—=0,. 
Die Grenz» Gleichung ift daher nun von felbft erfüllt, und die drei Confir |. 
ten c, ce’ und e Fönnen nun beliebig und fo gewählt werden, daß nad 
dreien Nebenbedingungen genügt wird, 3. B. daß die gefundene Kurve ned 

durch drei gegebene Punkte hindurchgeht. . 


$. 83. 
Iſt jedoch U eine ſolche Funktion, mie fie fo eben im 
$. 82.) gedacht worden ift, und ift wiederum 
1) V= JS... U dx; 
find dagegen die nächften Nachbar: Werthe V,, in Bezug auf 
welche die Funktion V ein Marimum oder ein Minimum wer 
den fol, noch umfaflender, — ift nämlich 
2) \)= Sa U,„.dx, 
fo fommen zu dem oV des $. 82.) (nach $. 65., befonders aber 
nach Anmerkung su $. 65.), die beiden Glieder 
U; öb— U, :da 
noch hinzu. Weil aber diefe Glieder zu denen gehören, welche 
nicht unter dem Sjntegral-Zeichen ftehen, fo zerfällt SV —=0 | 
genau in diefelbe allgemeine Gleichung, mie im $. 82.) | 
während zu der Grenz-Öleichung eben dafelbft Die beiden Glie | 
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der U. Sb—U,.da noch hinzutreten, um bie biefigen Glei⸗ 
chungen u geben. . 


Beifpiel 1. € find zwei Kuren ANB und DRF fig. 24.) geges 
ben, bezüglich durch die Gleichungen. 


1) y=9p, und 2) vr 
Han foll zwiſchen diefen Kurven die Fürzefte Linie NMR finden. 


Sf y=y, die Gleichung der gefuchten Kurve NMR, fo find die Abs 
ſeiſſen⸗ Werthe a-und b der Grenzpunkte N und R dasmal felbft noch ges 
ſucht, weil diefe Grenzpunkte zwar in ben gegebenen Kurven liegen, aber 
fo gefucht werden, daß eben NMR die Fürzefte Linie zwiſchen Diefen gegebes 
nen Kurven wird. Werden nun die Drdinaten der nächften Nachbar Kurs 
ven durch y, beieichnet, fo muß man auch die AbfeiffensWerthe ihrer Grenz 
punkte durch a, und b, ausdrüden; und wenn daher jegt noch, wie im - 
Beifpiel 1. u $. 82.) 





V —=/,.,V -FOy,?-dx 
it, fo hat man doch daenel 


v=h ra 14 87,),° dx, 


Die allgemeine Gleichung des Maximums und Minimums bleibt daher jegt 
diefelbe wie dort, nämlich 


de) —=0 = 
L. (ee 2—)=0 me 1=Gte, 


während zu der Grenz⸗ Gleichung noch die Glieder 
HF E-NIFT), ·- 
binzutreten; fo baß dieſe Grenz⸗Gleichung jegt wird 


— _ \m,—[-I_\. 1-y2), 5b 
5 *5. 57, + — 
—(ViFy?), = 0. 

Da nun yı J iſt, wird dieſe Grenz» Gleichung jetzt 
3) —2 .5y,+ VI FC?-5b— YIFC?-52=0, 


Nun hängen aber Sa und öy, vermöge der Gleichung 1.), nämlich y=o, 
von einander ab, da diefe Gleichung nicht bloß gelten foll, wenn a flatt x, _ 
und y, fatt 9, fondern auch noch, wenn a, flatt x und oda, Rat y ge 
ſetzt werben. Dies giebt bie Steigung 
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4) 5,r05,.&.=8p,-50°), 
wo dy, und p, das bedeuten, was aus Oy, und p, hervorgeht, wenn man 
a ſtatt bezüglich x und x fchreibt. — Aber eben aus bemfelben Grund 
hängen auch 5b und Sy, von einander ab mittel der Gleichung 

5) 5y,+dy,öb = dp, -öb, | 
Subfituirt man mun dieſe Werthe von sy, unb 3y, in die Grenz⸗Glei 
dung 3.), fo seht folche über in 


2 (a n-wH FO). 
C — 
- (aa a0 + FT 0 


Sind nun 3b und da von einander ganz wnabhängig gedacht, fo zerfült 
dieſe Gleichung wieder in zwei Gleichungen, namlich in 








7) mo = dy)+Vi+ C= ” 
und 
8) 2 (Op, — dy. )+Y1 +60. 


Da nun aus y=Cx+e, 9,,=C, alfo =dy,=C ber; 
vorgeht, fo werden diefe Tegtern beiden Gleichungen in folgende übergehen, 
nämlich in 

9) Cd +1=0 md 10) C-d%o,-+1=0. 

Da nun die Gleichung 1.) und die Gleichung 2.) für die Grenz 

Werthe b und y, (= Che’) ftatt finden muß, fo Aa der noch 
11) G+e=9, mw 1) C-+e= 

Aus ben vier Gleichungen 9.— 12.) beftimmen fich aber ve vier unbekann⸗ 

ten C, ce’, a und b. 

Die Form der Gleichungen 9.) und 10.) läßt noch ſehen (wegen J. Bd. 
§. 121. VI und I. Bd. $.$. 170. 171.), daß die gefundene Gerade NUR 
auf jeder der beiden gegebenen Kurven fenfrecht fteht. 

Statt der erftern Kurve, oder flatt der andern, kann and) bloß die dr 
dinaten-Richtung gegeben feyn. Dann geht bloß b in b, über, während a 
nicht varüirt, alo Sa=0 if. Dann wird die Rechnung bei den Gren: 
Gleichungen ein klein wenig anders. Man findet jetzt C=0, und y=c), 
und ce’ beftinmt fich To, daß die gefuchte Linie NR (Sig. 25.) auf ber Or: 


*) Es iſt dies die Gleichung, welche aus 
a, 9. 
hervocgeht, wenn man foihe einmal nach » differengiirt und dann === 0 fekt. 
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dinaten-Nichtung SS, und auf der gegebenen Kurse DRF sugleich ſenk⸗ 
recht ſteht. 
6. 84. 


Enthält die Funktion U wiederum x, y und z und bie 
Ableitungen von y und z nach x big zu einer beliebigen Orb⸗ 
nung bin; iſt wiederum mie im $. 82.) 

1) V=S.U.k md 2 V, SU «dx, 
find aber y und z von einander abhängig, mittelſt einer Dif 
ferensial: Gleichung | 

3) Ly. 1, Yi di⸗ ete. etc. — O, 
wo y,, Z,, etc. bezüglich die Ableitungen dy,., dz,, etc. etc. 
vorſtellen; ſo hat man zunächft 

) 8V=f,,OU,-öy-HöU,-82--dU,, doy 

.+3U,Böz-t...)-de, 
oder, wenn man auf Die befchriebene Weiſe, durch theilmeife In⸗ 
tegration umformt * 

_ [5U,— tn. jan En 
.V =/ b-ra — U, )-+- ‚02 er Er — 
Aus der Gleichung 65V —=0O Muß man aber nun, da wegen 
L=0 z, von y., alfo 52 von dy abhängig ift, Sz eliminis 
ven, um die Gleichung zu bekommen, welche wegen der Wil 
kührlichkeit von Sy erft gehörig zerfällt werben kann. Nun folgt 
zwar aus L=0 noch SL=0 8 h. 


OL, - öy-H-öL,: öz-}-äL,, -döy--öL,, -döz-- + = 

man muß aber, um die Elimination flatt finden um. u kön⸗ 
nen, ſich der von Lagrange und Euler gebrauchten „Me 
ode der Multiplikatoren! bedienen. Dieſe Methode ift zwar 
dem Weſen nach diejenige Eliminationd- Methode, „welche in 
der gemeinen Algebra unter dem Namen der franzöfifchen oder 
der Bezout’fchen Eliminations + Methoden befchrieben wird, 
muß aber bier nachftehende Modification erleiden, um ihren 
Zweck zu erfüllen. 
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Man multiplicirt nämlich die gegebene und auf Ru ge 
easy Gleichung 
L=0 
mit einer ganz unbeſtimmt gelaffenen Funktion A von x, addirt 
das Produkt AL (welches — Null if) zu U, um 
I. U=-U-AL 
zu erhalten, und fest dann in der Gleichung 1 für SV, 
überal U--AL flatt U, fo dag man alfo eigentlic) 
58V = /f,. (KU--X-SL)-dx genommen ‚hat. Hernach denkt 
man fich A fo beftimmt, daß in L) der Koefficient © von 6z ber |. 
Null gleich wird, alfo i 
IV. &U--AL), — d(d(U--AL),)+-- 
Diefe Gleichung ift aber in Bezug auf A eine eine Diferen 
Gleichung, welche, wenn y und z befannt wären, integrirt ge I: 
dacht werden kann, fo daß fie A mit noch einer Anzahl wil || 
Führlicher Eonftanten liefert. Diefe Eonftanten kann man fih | 
nun weiter fo beſtimmt denken, daB auch von dem übrigen, 
außerhalb des integral: Zeichens liegenden Gliedern, alle mit 
6z,, 62,, 95z,, O6zy,, etc. etc. behafteten Glieder herausfallen 
(d. h. man feßt ihre Koefficienten gerade gu der Null gleich 
und bedient fich diefer Gleichungen zur völigen Beftimmung 
von 2). Weil aber dann in oV nur noch das völlig willführ- |. 
liche Sy (und nicht mehr 52) vorkommt, fo zerfällt SV=0 | 
jegt noch in die allgemeine Gleichung | 
V.  &U-+IL),—3(U42L),)+-- = 0, 
und in die Grenz: Gleichungen. Die Gleichungen IV., V. und 
11.) find nun drei Differenzial- Gleichungen zwifchen y, z und 
2, welche, integrirt, diefe Zunftionen von x mit der eingehen⸗ 
den Anzahl milkührlicher Conftanten liefern. Diefe letztern be 
ſtimmen fich aber aus allen den übrigen Gleichungen, in denen 
ſtatt x bereitd die Grenz: Werthe a und b gefeßt worden find. 
Es ift leicht dieſe Methode auf zufammengefegtere File 
anzuwenden, wo V außer y, z, auch noch u, v, etc. etc. ent 
bält, und wo außer L=0, ad noch M=0, etc etc 
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wegeben if. Man nimmt dann U+AL+uM-+- .. flatt U, 
ir dem Ausdrude für SV. 

Daffelde Verfahren muß man naturlich auch anwenden, 
wwenn in der Aufgabe V. ſ, Undx gedacht und dabei 
Die übrigen bier vorſtehenden Bedingungen gemacht ſeyn ſollten, 
D. h. wenn die Grenzen a und b felbft nicht beſtimmt gegeben, 


Sondern noch fo gefucht feyn follten, daß eben gerade bad Mari 
mum oder Minimum eintreten Fann. 


Beifpiel. In einer vertifalen Ebene find zwei Punkte A und B ge 
gegeben (Gig. 26.). Man foll die Kurve der feſten Bahn AMB finden, in 
welcher ein fchwerer Punkt in der Fürgeften Zeit von A nach B gelangt, 
unter der Vorausſetzung, daß weder Reibung noch Widerfland der Luft noch 
font ein Hinderniß in Rechnung gebracht werden fol. 

Es ſey die AbfeiffensAre OX horizontal, OV vertikal; bie Schwere 
=g; x und y ſeyen die Koordinaten eines Punktes M, z die Gefchwindig- - 
keit an M. Serner fyen OA, =AA,=a, OB, =BB, ==b bie Abfeiffen- 
Werthe der gegebenen Punkte A und B, fd find y, und y, Die gegebenen 
Sebinatens Werthe der Punkte A und B. Die Zeit, welche ein Minimum 
: werben folk, bejeichne man durch V, ſo hat man nach den Geſetzen der 


Mechanik 5 
v— — NT. 
während zwiſchen z und y noch die Gleichung Ratt finder 
L=z-.d2,-+8-d,, =0. 
Man hat alfo dasmal 
u-NErR, L=2z.2,-Fg-y. 


U+L),=0; u ld; 








XU+rL), —— — * 
Die Gleichungen IV.) und * —* daher jetzt, weil 9 
22, —8a2) d.h. R-d2,— 2), = — 20% 
itt, die nachftehenden 
Ä | _VEr_.n=0, 
und —d| — — = 
er Ale, TR )=% 


wo fi ® alle bloßen 8 auf x beziehen. 
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Dies find alſo dasmal die allgemeinen Gleichungen, aus denen in Ber 
bindung mit der 2.) %, y und z durch Integration und mit mwillführlichen 
Eonflanten ‚gefunden werben. — 

Es vereinfachen fich aber die hier nöthigen Rechnungen fehr, wenn man 
gleich von vorne herein y ald den unabhängigen Veränderlichen einführt, und 
2? =u fegt, und u in der Rechnung fortführt. Es wird dans, wenn mar 
die gegebenen Brennen OB, =a und OA,=B fest, 








1) v=-/f ZU 
Am Yu 
und 
2) L=du,+23=0. 
Daraus folgt, weil dx, durch x, und On, durch u, bezeichnet wird, 
3) —— ud L=u,-+2g, 
alfo 
BU-FAL,=0; UHR, = br, 
AL — — = 
UL), = Ya vi: ; mb AU-L),, =x 
Die Gleichungen IV.) und V.) werben daher jest 
1x2 1x2 
4) Ri —-1 =0b.h. er + =— 


5 (= )= 0 oder (Me) — 

i Yu-Yi+x? Ya-Yi-Föz,/y 
mo fich alle bloßen 8 auf y beziehen. 

Was die Grenz» Gleichungen betrifft, fo PAR foiche nach der Rechnung | 
des $. 82. N. 5.) jetzt folgende, nämlich 

(URL), )g 5a; =0 und (AU-AL), )u 80,0; 
denn es find 5x, und öx, der Null gleich, weil x, und x; auch für alle 
die nächſten Nachbar» Kurven, mit denen die Gefuchte verglichen wird, die 
felben Werthe behalten Cin fo fern alle Kurven durch diefelben Endpunkt: 
A und B gehen follen); alfo fallen die mit öx, und öxg behafteten Glie⸗ 
der von felbit heraus. 

Diefe Grenz- Gleichungen werden E jetzt 

6) Ag dag — 0 und 7) ru 5u,—0, 

Nun muß man die Gleichungen 2.), A.) und 5.) integriren, d. h. 3 
und u eliminiren, um gulegt eine Gleichung swifchen y und x und den Abs 
leitungen von x nach y zu erhalten. Weil aber die Gleichungen 2.) und 
5.) bereits 3 nicht enthalten, fo braucht man aus 2.) und 5.) bloß noch 

u, 
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a, du, etc. gu eliminicen. Zu dem Ende müßte man eigentlich jede der 
Beiden Gleichungen 2.) und 5.) noch einmal nach allem y differengüiren, um 
vier Sleichungen zu haben, aus denen die drei Deränderlichen u, 8n, und 
Io, eliminirt werden können. Allein, weil fich die 2.) und aud) bie 5.) 
Sach allem y integriren laſſen, fo kann man hier vorsichen, fogleich zu 
auegriren. Man erhält dann aus der 2.) 





8) u=c—? 
mp c eine willtührliche Conſtante if. Aus der 5.) erhält man dagegen 
dx 
9 ==c, 
2 Yu-Vi-F8 2 


wo c’ eine zweite mwillführliche Conftante. Eliminirt man nun vollends u 
aus dieſen lestern beiden Sleichungen, ſo ergiebt ſich 
nn 
10) Ges 
Loſt man biefe Gleichung jetzt nad) dx, algebraifch auf, ſo findet ſich dex 
und daraus dann 
e/’2(c—2ey) 
11) en >) dy-+e", 
ws c’’ die dritte willkührliche Eonpante ik. Dies it die Gleichung einer 


Cokloide, deren Erzeugungs > Kreis ʒ Zi um Duschmeffer hat. 


Hat man aber auf biefe Weife x in y gefunden, fo löſt dieſe Gleis 
dung 11.) in Verbindung mit der 8.), welche auch bereits u d. h. 2? in y 
liefert, das Problem vollkändig. Die drei Eonftanten c, ce’ und c” bein 
wmen ſich aus den Umſtänden, 1) daß für y=a x=b, und für y=B 
: x=a werben muß, und endlich 2) daß für y=B ber Werth von z oder: 

Yu in die gegebene Anfangs: Gefchwindigkeit übergehen muß. 
Die Grenz: Gleichungen 6.) und 7.) find zum Theil von felbft erfüllt, 
' (Mm fo fern sug= 0 ift) oder dienen zur weiteren Beflimmung der Hülfs- 
: Sunktion %, haben alfo dasmal auf die weitere Löfung des Problems Feinen 

Einfluß mehr *). | 

Anmerkung Hierher gehören auch Die Aufgaben, in 
! denen fogenannte „relative Marima oder Minima ge 
ſucht werden, d. 5. in denen ein integral V ein Marimum 


‚oder Minimum werden foll, unter allen V„, für welche ein 








”) Da fich übrigens in diefem Beifpiele die Gleihung LO ſogleich 
integriren ließ; da man alfo hier fogleich u in y haben Eonnte, fo hätte man 
die Löfung biefer Aufgabe einfacher noch nach einem der vorhergehenden 
Paragraphen behandelt. 

Bu IL —X 
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anderer ähnlicher integral» Ausdruck WW conftant bleiben fol; 
z. B. wenn unter allen Kurven von einerlei Inhalt, Die dei 
kleinſten Umfangs, — oder von allen Kurven, welche einer 
Umfang haben, die des größten Inhalts gefucht wird. — Mas 
vgl. hiermit dag Beifpiel A. zu $. 82.) und verfuche, baffelk 
auf dem gegenwärtigen Wege zu löſen, indem man dert 
L=y—d,=0 bat. ‘ 

Wir müffen bier aber dieſe Unterſuchungen befchließen und 
hinfichtlich des Weiteren auf das „Syſt. d. Math. u Ip. VI 
Kap. XXL und Anhang 2.) verweilen. 

Diejenigen der hieher gehörigen Aufgaben aber, in dem 
- V keine Urs Sunktion, fondern ein integral, oder eine Funktion 
iſt, in welcher ein Integral (oder mehrere Integrale) noch vw 
kommt (en), baben aber in der Gefchichte der Mathematik ba 
Namen der „ifoperimetrifhen Aufgaben“ erhalten. 
Ehe Lagrange (in dem dritten Bande der alten Turiner 
moiren) feinen „Calcul des Variations” mittheilte, Fonnte men 
folche Aufgaben nur fehr unvollftändig Iöfen, da das früher von 
Euler angewandte Verfahren bie Grenz» Gleichungen nicht 
lieferte. 











Ä IX 
Höhere Analyfis 





Fuͤnfte Abtheilung. 


Bon den Differenz: und Summen⸗RNReihen. Vom 

ndlichen Differenziren und endlichen Integriren. 

Fon der Interpolation und von der Summation 
der Reihen. Von Den Fourier' ſchen Reihen. 


— — 


22* 


re: BE ne 


„ig, BERG ——1. PR „Tr ine 3 HE -- 


Einleitung. 





1) Man Fann leicht die Bemerkung machen, daß wenn man von der 
Reihe der Quadrat-Zahlen 
1, 4, 9, 16, %, 36, 49, 64, etc. ete, ö 

die Unterſchiede je weler nächſt auf einander folgenden aimmt, Di Nr 


terſchiede 
3, 6, 7, 9, 21, 13, 15, etc. ete. 
eine fogenannte arithmetiſche Reihe, und zwar bie Reihe der ungeraben Zah⸗ 
len bilden, Aus dieſer Reihe der Differenzen (Differenz: Reihe) kann man 
fich alfo die Reihe der Quadrat⸗Zahlen keicht dutch bloße Addition zuſam⸗ 
menfegen, indem man von ber erften 1 ausgeht, dann aber die übrigen 
(4, 9, 16, ete.) dadurch berechnet, daß man zu jedem bereits berechneten. 
Gliede, das eben fo vielte Glied der Differenz- Reihe addirt, 
2) Nimmt man die Reihe der Kubik⸗Zahlen 

.: 4, 8 97, 6, 1%, 26, 34, 612, ete. ete. 

fo bilden die Interfchiede je zweier auf einander folgender diefer Zahlen die 


= Oiferems tee 


7, 19, 37, 64, 91, 197, 369, ete, etc, 
Die Differenz Reihe befolgt Fein fo einfaches Gefeg, mie dies bei dem 
Differenzen der QuadratsZahlen der Sall geweſen ift; nimmt man aber von, 
je zweien nächft auf einander folgenden ihrer &lieber abermals die Differen- 
zen, fo erhält man diefe „zweite Differenz Reihe‘ 
II. 12, 18, 24, 30, 36, 42, etc. ete. 
und diefe bildet eine arithmetifche Meihe mit hr Differenz 6: 

Derlängert man nun diefe arithmetifche R ‘he III.) immer weiter und 
weiter, indem man zu jeden vorhergehenden Gl de noch 6 addirt, fo kann 
man auch die vorhergehende „erſte Differenz Rei ' EI). immer weiter und 
weiter verlängern, indem man zu jedem Gliede I ſelben das eben ſo vielte 
Glied ihrer Differenz Reihe (III.) abdirt. Dann der kann man auch die 
Meihe I.) der Kubif-Zahlen dadurch immer weite md weiter verlängern, 
daß man zu jedem fchon bekannten ihr Glieder, chen fo vielte Glied 
ihrer Differenz Reihe (II.) addirt. — ätte man her eine Tafel aller - 
Kubif-Zahlen anzufertigen, etwa von 1 bi» 10000, fi önnte man auf dies 
ſem Wege die Glieder derſelben bloß durch fortgeſetzte Ybition, d. h. durch 

| 


\ 


343 ° Höhere Analyſis. V. Abth. 


fortgefete Verlängerung der Reihen II. II. und I.) auf bem fo chen be 
fchriebenen Wege erhalten; ein Verfahren, welches dem Kubiren der einjel⸗ 
nen Bahlen, befonders wenn Ientere anfangen groß zu werben, bei weiten 
vorziehen it). — Dazu kommt noch, daß man einzelne entfernte diefer 
Kubils Zahlen direkt berechnen kann, alfo die bequemfie Controlle der Rech⸗ 
nung hat. 

3) Man hat ferner bemerkt, daß wem man von ber Reihe der Los 
garithnen 

logn, log(a-+1), log(a+?2), log(n-F3), log(n-F4), --- 
wiederum ihre DifferenzsReihe bildet, und von diefer abermals die Dife- 
rem⸗Reihe, endlich von dieſer nochmals bie Differenz: Reihe, dann bie Slie⸗ 
der dieſer dritten Differenz« Reihe eine längere Zeit fort ſehr nabehin eim 
arithmetiſche Reihe bilden. Darauf hat man eine bequemere 
der Logarithmiens Tafeln gearündet, indem man nach und mach bie beitte, 
die zweite, die erſte Differenz Reihe durch fortgefentes Addiren (mie folches 
für Die Reihe der Kubif-Zuhlen fo eben befchrieben worden iR) nach Be 
lieben verlängert, und zuletzt auf bemfelben Wege auch die Haupt⸗Reihe, 
d. h. die Reihe der Logarithmen der auf einander folgenden ganzen Zahlen 
verlängert. Dabei hat man bei ben Zogarithmen dadurch wieder eine Con⸗ 
trolle der Rechnung, daß man die Logarithmen der zuſammengeſetzten Zahlen 
aus den Logarithmen ihrer Saftoren durch Addition noch einmal berech⸗ 
nen kann. 

4) Die ähnliche Verfahrungs⸗Art kann man auch bei Berechnung von 
Einuss und KofinussTafeln anwenden, wie noch bei Berechnung vieler au 
deren Tabellen. 

5) Es if aber dazu nöthig, daß man eine nähere Kenntniß ber Eigen 
thümlichfeiten -der Ausdrücke, die tabellarifch berechnet werden follen, in 
Bezug auf die Differenzen ihrer einzelnen Werthe befise. Diefe Kenntnij 
nun follen die nächſt folgenden Kapitel verfchaffen. 





*") Eind n und n-+1 iwei nächft auf einander folgende ganze Zahlen, 
fo find ihre Würfel bezüglich n? und n°’-+3n?-+3n +15 alfo it der In 
terfchied diefer Würfel — 312 31 +1. Danach Fonnte man auch fchen 
(a+1)? aus n? berechnen; allein die Mechnung erforderte doch noch ein 
Quadriren und Multipliciren, welches in der Ausführung fehr unangenehm 
und zeitraubend wird. 


Eilftes Kapitel. 





Bon den allgemeinen Differens- und Summen⸗Reihen, nas 
j mentlich von dem Verhalten ihrer Glieder zu einander im 
Allgemeinen. 


§. 85. 
Ertläsung der Differenz. Retden. 


Denkt man fich beliebig. viel beliebiger Ziffern» ober Buch⸗ 
ſtaben⸗Ausdrücke, welche durch 

5 W—, U; U, Uri; Urp9, Urs, Urppy 9° 
bezeichnet ſeyn mögen, wo x eine beliebige poſitive oder nega⸗ 
tive ganze Zahl oder Null vorſtellt, während fich links und 
rechts ſtatt dee Punkte noch unendlich viele, auf analoge Weife 
bezeichnete Glieder befinden follen (welche aber auch zum Theil 
oder alle den Werth Null haben Eönnen); denkt man fich aus 
diefer Reihe von Gliebern, welche die Ur⸗Reihe genannt wers 
den mag, neue Reihen von Gliedern gebildet, dadurch, dag man 
unter jedes Glied irgend einer Reihe, bie Differenz zwiſchen dem 
nächftfolgenden und dem genannten Gliede derfelben Neihe, als 
Glied der neuen Reihe fett, fo nennt man diefe neuen Reihen 
bezüglich die erfte, zweite, Dritte, etc. etc. Differenz Reihe. 

Denkt man fich 4. B. als Ur⸗Reihe die folgende, 

,9 6141, 3, —-, 8, 14, A, 3. 
fe [ die Differenz» Reihen folgende 
wor u, 6, —s, — 10, 5, 6, — 16, - 2,. 
I u, 8, -æ13, - 2, 25, —s, 4, 13, 
ie, ..., 13, — 21, 11, 27, —-34, —12, 34.. 

ff 
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wo jedes Glied in jeder Reihe, z. B. — 34 in der Ulten Reihe, erhalten 
worden, indem man das grabe darüber fiehende Glied (25) ber nächk vor 
bergehenden Reihe von dem nächſt folgenden (— 9 berfelben nächk vorher 


gehenden Reihe fubtrahirte. 
$. 86. 
Begeihnung der Glieder diefer Reihen. 

Führe man bie Zeihen Au, Au, Au, -- Auf 
ein, vermöge der Definitionen, daß für jede poſitive ober nege 1° 
tive ganze Zahl oder auch die Null, welche unter 8 gedacht eh 
den mag, allemal 


1) au, = un —Uu oder ur — wtau; 
2) Au, = Au, 1 — au, oder Aug =Aau,t-4?u,; 
3) A®u, = Au, —Au, oder Au, = — Sutalts 


und allgemein 
N ran, oder Au au, rt, 
feyn ſoll, ſo kann man im Allgemeinen die Ur: Reihe und ihre 


zugehörigen Differengs Reihen in nachfiehendem Schema überfehen: 
Ur⸗Reihe »-- 


;»_ ww, U U Urt Urt, 02 Urs e 





IED.N. - +, AU,-, AU, Aur, Alyıipz Aur-2, Alrya, ** 
21 D. R. , Mur, Au, AU, AU, AU, ArUrpz 
Zie D. R. +, U Mur, AU Aut, Ur, ArUrrz *" 
uf. w. f, 

wo jedes Glied in jeder Neihe die Differenz vorftellt, die erhal 
ten wird, wenn man das gerade darüber ftehende Glied, von 
dem nächftfolgenden Gliebe dieſer nächft vorhergehenden. Reihe 
fubtrabirt. 

Dabei zeigen die Gleichungen (1. 2. 3. J..) an, wie die 
unfer u, ftehenden Glieder Au,, A?u,, A’u,, etc. etc. er⸗ 
halten werden, während s jedoch alle möglichen Werthe vor: 
ſtellt, die folches Haben kann, nämlich Null oder jede pofltive 
oder negative ganze Zahl. Jede diefer eben angeführten Glei⸗ 
ungen iſt daher der Repräſentant von beliebig viel Gleichun⸗ 
gen, welche ale aus ihr hervorgehen, wenn man dem s nad) 
und nach belichig viele feiner Werthe giebt. 


\ R 
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$. 37. 
Erflärung der Summen» Reifen. 

Man kann fich auch das Schema dei $. 86.) aufwärts 
ertveitert denken, indem man über die Ur-Reihe und über eins 
ander, neue Reihen fett, nach dem Geſetze gebildet, Daß jede 
Diefer Reihen, als die erfte Differenz Reihe der zunächſt über 
ihr ſtehenden Neihe angefehen werden kann. Bezeichnet man 
die Glieder dieſer Neihen dadurch, daß man den Gliedern der 
Ur⸗Reihe nach und nach a1, a2, A7°, etc. etc.’ vorfeßt, 
und nenne man diefe neuen Reihen begüglich die (—1), (— 2) 
(—3)Jf, etc. etc. Differenz⸗Reihe oder auch bezüglich die 
erfie, zweite, dritte, etc. etc. Summen-Keise, fo laffen 
fich diefe Summen: und Differenz Reiben in folgendem Schena 
‚ überfehen, nämlich: 


(5)! DR. , APUr-2 ru, Au ’ Pu. AU. +2, .. 
(—2)* D. R. .. ru Aus Au ur AT’U, +2 ... 
(—1)HD. R. 70 AU, Au, Ariur, A 0,41, A Aurꝓ2 
Ur⸗Reihe ., U U4 Ur Ur+1> Ur+25 °°* 
1e D. NR , Mr; Aut; Alp Alypiz Altıyay * 
ED R. .. Aꝰur-2, JA SBETA Aꝛu., Aurꝓi Aturꝓ2, 
u. ſ. w. f.; 
wo die Reihen alle aus einander nach dem Geſetze gebildet ge⸗ 
dacht ſind, daß jedes Glied in jeder Reihe z. B. das Glied 
Au erhalten wird, wenn das gerade darüber ſtehende 


Glied Au, der nächft vorhergehenden Neihbe von dem 


nächft folgenden Gliede Au,r2 derſelben nächft vorherge 
henden Reihe fbtrahirt, alfo wenn 

ur = dur — Art 
genommen wird. 

Das Bildungs-Gefeg aller Slieder in allen diefen Reihen 
aus einander, fpricht fich alfo einzig und allein in der Gleichung 
des $. 86.), nämlich in der Gleichung 

(I). Na = Au,rı — Pu, 
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oder ar u = Atari, 

ober au, = au. — Au. 

aus, wenn Man folche gelten läßt, während nicht bloß s, fon 
dern auch p jede beliebige pofitive ober negative ganze Zahl be 
deutet, ober auch die Null; ſobald man nur noch feftfett, daß 
man die Glieder der Ur⸗Reihe auch noch durch 


. 4° U,2;5 Au; 4° Ur, AU; APu,+2, 
vorfeken molle, d. h. fobald men nur noch A°u, für glei» 
bedeutend hält mit u, felbft, und A'u, für gleichbedeutend 
mit Au,. 


$. 88. 
Folgerungen. 

Da jedes Glied in jeder Reihe, im Schema bes $. 87.) 
die Differenz iſt zwiſchen zielen Gliedern der nächft vorherge 
henden Reihe, fo folgt noch: 

1) Sind die Glieder der Ur⸗Reihe gegeben, ſo ſind die 
Glieder aller poſitiven Differenz⸗Reihen ebenfalls völlig beſtimmt 
und gegeben; dagegen verlieren die Summen⸗Reihen (d. h. die 
negativen Differenz⸗Reihen) ihre Eigenſchaft nicht, wenn alle 
Glieder einer und derſelben Summen⸗Reihe um gleich viel ver 
mehrt oder vermindert werden. 


2) irgend ein Glied einer jeden Summen-Reihe muß dar 
ber gegeben feyn, oder kann beliebig angenommen werden. Dann 
find aber alle übrigen Glieder derfelben Summen⸗Reihe durd) 
die Gleichung d* des $. 87.), welche die Differeng zwiſchen je 
zwei auf einander folgenden Gliedern derfelben Summen⸗Reihe 
angiebt, völlig beftimmt und gegeben. 

3) Sollen daher bie Glieder der gien Summen sXeihe 
a Am Ada A dur, + 
völlig beſtimmt feyn, fobald die Glieder der Ur⸗Reihe gegeben 
find, fo muß man von jeder der q Summen⸗Reihen ein Glied 
gegeben haben oder beliebig annehmen, fo dag die qie Sun 


| 


d 


men⸗Reihe, außer ihrer Haupt⸗Eigenſchaft, noch einer Anzahl 
q von Nebenbedingungen genügen kann. 

Es iſt aber ganz einerlei, ob man von feber der gq Sum 
men⸗Reihen ein Glied gegeben hat, ober belichig - annimmt; 
oder ob man q nächft auf einander folgende Glieder von ber 
gen Summen⸗Reihe felbft gegeben hat, oder belichig annimmt. 
— Denn die q Glieder der gien Summen⸗Reihe beftinimen 
g—1 Differenzen,_alfo g—1 Glieder der (g—1)* Summen» 
Reihe, folglich qg—2 Glieder der (g — tr Sunmen: Reihe, 
u. ſ. w. f., zulegt 1 Glied in der erften Summen⸗Reihe, und 


laſſen die Glieder der Urs Meihe felbft gang umd völlig unbe⸗ 


fiimmt, fo daß letztere völlig beliebig gegeben feyn Eönnen. 

4) Sind daher bie Glieder der Ur⸗Reihe gegeben, und 
noch q Slieber der gen Summen⸗Reihe ebenfalls gegeben oder 
beliebig angenommen, fo find die. übrigen Glieder der gr Sum 
mens Reihe, und deshalb auc alle Glieder aller niedrigern (ber 
g—tfer, q — An, ... Iten, 2ien, Lten) Summen⸗Reihen völlig 
beſtimmt und gegeben. . 

Die q Glieder der ger Summen⸗Reihe, welche mit ben 
Gliedern der Ur⸗Reihe nicht zugleich gegeben find, fonbern welche 
entweder mwillführlich angenonmen oder fo beſtimmt werben kön⸗ 
nen, daß diefe gie Summen⸗Reihe noch einer Anzahl q von 
Nebenbedingungen genügt, nennt man zuweilen auch „die in 
Die gie Summen⸗Reihe eingebenben q willtührlichen 
Eonftanten. 


5) Obgleich die Gleichung des $. 87.), nämlich: 


1 
(N- Ar, = Au — Au, 
oder Au = Aura u, 
- 1 
oder Au, = ur — at U, ! 


bie einzige Gleichung tft, welche man hat, um das Bildungs: Gefe 
aller Glieder diefer Neihen im Schema des $. 37.) ganz und vol: 
fommen ausgefprochen zu haben, fo darf man doc) nicht übers 
feben, daß biefe Gleichung J.) der Reprüfentant ift von un 


N 
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endlich (mal unendlich) vielen Gleichungen, toelche alle aus ihr 
hervorgehen, indem man flatt » alle pofitiven und alle negati: 
ven ganzen Zahlen oder Null fegt, — für jeden beftkumten 
Werth von s aber, auch flatt p wieder nach und. nach jede 
ganze poſitive, jede ganze negative Zahl und bie Null geſetzt 
fich denkt. 

Diefe (unendlidy mal) unendlich vielen einzelnen Gleichun⸗ 
gen laſſen fich aber nachher wieder mit einander verbinden iu | 
neuen Gleichungen in beliebiger Menge. 

So Fann man unter einander fchreiben bie verſchiedenen 
Glieder einer der Reihen, ausgedrückt in die Differenzen de |. 
Glieder der näch]t vorhergehenden Reihe, nämlich: 

Ar au — Au, 
Na FR = APu,+3 — Audi , 
pt! 
„pt! 


uUr42 — Au, 3—Au.r2, 
U.+3 = Au, — Afu,+35 
An — Au — AU ni ° 
Dann kann man dieſe Gleichungen alle zu einander addiren, 
fo dag man links die Summe von n Gliedern der einen Reihe |" 
erhält, während fich rechts alle Zwiſchen-Glieder aufheben, und | 
nur die Differenz der, um n Glieder von emander entfernten 
Glieder der vorhergehenden Reihe erfcheint, nämlich: 
NaaaT BE UN ER + ur + .. + 
= Au — Au. 

Diefe Gleichung enthält folgende Wahrheit: 

6) Im Schema des $. 87.) ift die Summe von n auf 
einander folgenden Gliedern einer jeden der Reihen, ausgedrüdt 
durch ein einziges Glied der Über ihr ſtehenden Neihe, welche 
dem, gerade über dem mien der fummirten Glieder ftchenden 
Gliede in der nächft vorhergehenden Meihe zunächft zur Nechten |_ 
liegt, wenn man nur davon noch eine zu beftimmende Conftante 
fubtrahirt. Diefe Conftante ift aber dem Gliede derfelben Reihe | 
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gleich, welches gerade über bem erften der ſummirten Glieber 
ſteht. — Man ſieht auf bieſe Weiſe den Namen der Sum⸗ 
men⸗Reihen, für die rückwärts gebildeten Reihen gerechtfertigt. 
Anmerkung. Unfere nächſte Aufgabe iſt es aber, die für 
de Anwendung wichtigften neuen Gleichungen, welche aus der 
Verbindung der aus 

Au, = Au, — Au, 
bervorgehenden (unendlich mal) unendlich vielen einzelnen Gleis 
chungen fich ergeben, berzuftellen. Um nun dieſes auf die bes 
quemſte Weife zu beiwerfftelligen, wollen wir gunächft einen 
auf unfere Bezeichnungsmweife gegründeten einfachen 
Algorithmus Dazu bemerklich machen. . 


$. 89. 


Algorithmus zur einfachen und Bequemen Bildung der Glelchungen zwiſchen den 
Gliedern der verſchiedenen Reihen. 


9 Betrachtet man irgend eine der Reihen im Schema des 
$. 87.) als eine Ur⸗Reihe, fo find alle unter ihr ſtehenden oder 


+ 


folgenden Reihen ihre (poſitiven) Differeng-Reihen, und ale 


über ihr fiehenden ober vorhergehenden, ihre Summen⸗Reihen 
oder negativen Differenz⸗Reihen. — Betrachtet man namentlich 
die pfe Differenz Reihe 


. Au,_2> Au, ’ Pu, ’ Aur ’ APu,+2 2.0 


als eine Urs Reihe, fo find die p-Hitm, pt, per u. 


ſ. w. f. Differenz⸗Reihen, zu gleicher Zeit auch bezüglich Die 
(FNr, HH, (HI), etc. ete. DifferenzsReihe der pt, 
Iegtere als Ur⸗Reihe gedacht. — Und dies gilt, es mag p eine 
pofitive oder eine negative ganze Zahl feyn, oder auch Null. 

. 2) Deshalb müſſen alle Gleichungen zwiſchen den Glie⸗ 
dern einer Ur⸗Reihe und benen ihrer (mofitiven oder negativen) 
Differenz: Neiben, eben fo ftatt finden, wenn man flatt der Glie⸗ 
der der Ur⸗Reihe bezüglich die gleichnamigen *) Glieder ihrer 


*) Gleichnamig nennen wir die Glieder in den verfchiedenen Reihen des 


Schema des $. 87.) welche dafelbft genau unter einander ftehen; alfo in des 


nen die u, Au, elc, alle einerlei Zeiger (rechts unten) anzuhängen haben. 


\ X 
Nr 


N 
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p® Differenz⸗Reihe (mo p eine beliebige poſitive oder negative 
ganze Zahl vorftellt), dagegen zu gleicher Zeit Rate ber &lieber 
der (+1), (2), (+-3)ten, etc. etc. Differenz Reihe, be⸗ 
züglich die gleichnamigen Slieder der (pi), (p-+2", 
(P3®, etc. etc. Differenz Reihe fubftituirt; d. h. wenn 
man jedes Glicd in der Gleichung von bee Form Au, in 
ru, umwandelt. 

3) Alfo erhält man aus jeder zwiſchen ben @licbern der 
Ur⸗Reihe und ihren (pofitiven oder negativen) Differenz Reihen 
gegebenen Gleichung, eine neue und wiederum richtige Gleichung, 
wenn man bie erftere gleichfam mit a multiplicitt, 
wo p jede beliebige pofitive oder negative ganze Zahl odet audı 
die Null vorfielt, wenn man nur dann fiat ber Aus: 
drüde von der Form Ara ſogleich af, 
fhreibt, d. 5. wenn man nur AP, ar, etc. etc. als 
Potenzen behandelt, in denen die Zeiger p, r, etc. etc. 
als ihre Erponenten angefehen werden, zulegt aber 
darauf fieht, daß man wiederum Glieder der Reihen 
8 at) habe 

4) Aber eben fo deutlich fallt in die Augen, dag man aus 
jeder, zwiſchen den Gliedern des Ur⸗Reihe und denen ihrer (po 
fitiven oder negativen) Differenz-Reihen gegebenen Gleichung, 
eine neue richtige Gleichung erhält, wenn man in der erfiern 
Gleichung alle an den verfchiedenen Gliebern rechtd unten (an 
‘u, au, etc. etc.) ſtehenden Zeiger um gleich viel vermehrt 
oder vermindert; d. 5. wenn man bie erftere Gleichung 
gleihfam mit u, multiplicirt (mo q jede beliebige pofltive 
oder negative ganze Zahl oder auch die Null vorſtellt), fobald 
man nur gu gleicher Zeit die dadurch entfichenden 
Ausdrücke von der Form 

uq ue, oder u,-Afu, 
augenblicklich in 
Ugtrs oder Auge 


| 
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umwanbelt, alſo u,, u,, etc. etc. ald Potenzen behan- 
delt, deren Erponenten durch die Zeiger q, r, etc. etc. 
vorgeſtellt find; zulege aber darauf fieht, daß man wiederum 
Glieder der Reihen habe. 


Diefes Vermehren ober Vermindern aller Zeiger in einer folchen Gleis 
dung um gleichviel, ift deshalb erlaubt, weil auch in allen den einfachen, 
aus der Gleichung des $. 87.) hervorgehenden Gleichungen, welche allein 
zur Bildung der gegebenen Gleichung beigetragen haben konnen, alle Zeiger 
um gleichviel vermehrt oder vermindert werden dürfen, in ſo fern in dieſer 
angeführten Gleichung 


ab*io, Abu „An, 


der Zeiger a jeden möglichen Werth annehmen kann, welcher Null oder eine 


poftine © oder eine negative ganze Zahl if. 


$. 90. 
Gortfeßung der Principien des biefigen Algorithmus. 

Aus biefen Grund: Prinzipien bes von ung hier aufgeſuch⸗ 
ten Algorithmus geht aber ſogleich noch weiter hervor: 

1) Eine ſolche gegebene Gleichung zwiſchen Gliedern des 
Schema des $. 37.) kann mit a“u. multiplicirt werden (mo 
a und a Null oder beliebige poſitive oder negative ganze Zah⸗ 
len vorfichlen), wenn man A*u, als ein Produkt aus a* und 
u, anficht, und alle Ausdrücke von der Sorm A" und Ar, 
oder u, und u, fo lange als Potenzen behandelt (in denen bie 
Zeiger a, r, oder a, s die Stelle der Erponenten vertreten), big 
in den einzelnen Gliebern der neuen Gleichung wiederum bie 
Zeichen gebildet find, welche Glieder der, im Schema befinb» 
lichen Reihen vorſtellen. 

2) Eine folche Gleichung kann auch mit Ausdrücken von 


der Form 
A-a+B- uf -+-C-27 4... P 
oder A u. B. z⸗ +C-u,+..P 
oder Aut +B of --C-a/u +. . 4 P 


multiplicirt werden; — wenn man nur diefelbe in 1.) beſchrie 
bene Vorſicht und Regel anwendet, ſo wird die neue Gleichung 
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auch allemal eine richtige Gleichung zwiſchen den Gliedern der 
Ur⸗Reihe und der (pofitiven oder negativen) Differengs Reihen 
ſeyn. — Dabei fönnen a, ß, y, etc., a, b, c, etc. etc. be 
liebige pofitive oder negative ganze Zahlen oder auch Null feyn, 
während A, B, C, etc. P ganz beliebige Koeffizienten vorſtellen. 


$. 91. 
| Anwendungen dieſes Algoritihmus. 

Vermittelſt dieſes Algorithmus laſſen ſich nun ſogleich fol⸗ 
gende Gleichungen erhalten: 

1) Geht man nämlich von 

uU. = Urt AU, = (i--3)-% 

aus, und multiplicirt man folche und jede neu entfichende Sic 
chung fortwährend mit u,, fo erhält man 


U = (1--A)- ur 
Ur+3 = (1-H4)-urr2 
und zuletzt Un = At) ua 


Eliminirt man nun aus dieſen n Gleichungen die Glieder 


ur bis un dadurd), daß man diefe Gleichungen mit ein |: 


ander multiplicirt und rechts und Links durch die gemeinfchaft 
lichen Saftoren dividirt, fo erhält man”) 


*) Man Tann auch fo verfahren: die Gleichung 
(1-FA)u,=u, +4 
multiplieire man nach $. 90. N. 2.) mit 1A, fo erhält man 
(1+4)?a,=(1+4),44- 
Multiplieirt man aber diefelbe erftere Gleichung mit u., fo ergiebt fich 
(1 +A)- ur zur 
Daraus aber, wenn man die beiden letztern Gleichungen mit einander ver 
gleicht, folgt | 
(i-F+4)’u, = U,+2- | 
Multiplieirt man diefe wieder mit 1A, die vorhergehende mit w,, und 
vergleicht beide, fo ergiebt fich 
(1 -FA) ’U, = U,..23» 
2. ſ. m. f. 


L |. 
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(Urt = ( l +4)-u, = S[n, u Au.) *), 

I. (wo a a nach und nach O und jede poſitive ganze Zahl vorſtellt, d. h. | 
* — un · Aue +n, -Au.tn, Au. + tn, A’; 
tvo n eine poſitive ganze Zahl bedeutet, während r jede poſi⸗ 
tive, oder jede negative ganze Zahl ſeyn kann oder auch Null. 
Die Zeichen n,, nz, Dy,.n4, + Na, ++ find dabei, mie fich 
von felbft verficht, BinomialsKoefficienten, fo daß 5. B. n, 


ni n(n—1)(n— > (n— 3) 
vorſtellt. 


2) Geht man aber von derſelben Gleichung aus wie in 
1.), fchreibt man diefelbe aber in diefer andern Form 
au —up—u=(u—1) u, 
und multiplicirt man diefe Sleihung fortwährend mit A, fo 
erhält man nach und nach die Gleichungen 


Au. (u, —1)-au, 
Au. — (u, —1)-a?u, 
und zuletzt Au, = (u .— 1) tu. 


Multiplicirt man nun alle dieſe n Gleichungen mit einan⸗ 
der, um durch Diviſion der gemeinſchaftlichen Faktoren links 
und rechts au, A’u,, ** PT. zu eliminiven, fo erhält 
man zulegt **) . 


*) Der binomifche Lehrſatz $. 38. d. J. Bdos. läßt ſich nämlich fo 
fchreiben: 
(-+b"=Sfn, -b*] 

al-1 — _ _ 
wenn unter n, verſtanden wird —— 7 ber aan -n—arN) et aetN) 
wenn ſtatt a nach und nach gefent wird Null, und alle yoitisem ganzen. 
Zahlen, und wenn das vorgefegte S ausdrückt, daß die Summe aller der 
für diefe verfchiebenen Werthe von a hervorgehenden Glieder genommen 
werden fol. 
**) Auch bier könnte man wieder fo verfahren: die erſtere Gleichung 
Au,= (u, —1)u, 
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u — (u, — V · u = SL— 1) ng urra-al; 
two a nach und nach O und alle pofitiven ganzen Zah⸗ 
II. 
len vorftellt; d. h. 
a“ U, = Um—N, “Urn t Ne ° Una: tn, 
wo alle Zeichen diefelbe Bedeutung wie in N. 1.) haben. 

3) Seht man endlich noch einmal von derfelben Gleichung 
aus, wie in 1.), fchreibt man biejelbe aber jet in Diefer dritten 
noch möglichen Form, nämlich) 

u Zur — AU Zur (L—AU_); 
indem man zugleich r—1 flatt r gefegt bat, fo hat man nod 


U, — Ur ° (L—4u_,) 
uUr-3 = u. (l—Au_ı) \ 
Urn — Ur—(n—1)' (L—au_,). 


Multiplicirt man nun alle dieſe Gleichungen mit einander, 
und dividirt man links und rechts durch die gemeinſchaftlichen 
Faktoren wieder weg, ſo ergiebt ſich noch: 

u — — (1— au) ur — SI[—D*'.n-A REIN 
IN 5 | 
Au = wW—n, Au + 2 AU —-n, Aut 
+ n—1 7 ae ı Pi (n—1) —+ nn *® urn: 

Dies find alfo die drei zufammengefegtern Relationen, zu 
denen man unmittelbar gelangt, wenn man von jeder der drei 
Formen der Gleichung $. 87. Z.) ausgeht. 


multiplieire man guerft mit A, dann mit u,— 1; und man erhält 
Au, =(u, —1)-Au,; 
(u,—1)Au, —= (u, —1)?-u 
Solglich, wenn man diefe beiden Gleichungen mit "einander vergeit, geigt ſich 
Au,=(a, —1)?-u. 
Wird nun diefe Gleichung wiederum mit A, die vorhergehende Gleichung 


aber mit u, —1 multiplieirt, und werden die Reſultate gerade fo verglichen, 
fo ergiebt fich fogleich 


A’u,=(u, —1)’-u,; 
u. ſ. w. f. 
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4) Multiplicirt man die I.) noch mit AP, fo finder fich noch 


1.) urn = (I+4)": Pu. — Sin, Art]; 
— Au-+n, ru, -+n,- ‚art? ut 
+n,-4*"u.. 


\\ 


Multiplicirt man aber die IT.) noch mit A”, fo findet ſich 


1.) art, — (u, —1)" Au si—1)' .Dg° Arurn—o] 
— AMurpn — n, Ati 0, Au 2 
| —+n,APu,. 
Multiplicirt man endlich die III.) ebenfalls noch mit AP, 

findet fich 

[. 1) Au. = (l—Aau_,)" Au, = S{(—1)".n,- Art, 
— An ru tn, rum. 
tn, at"ı_, 


5) Die Gleichungen I. und 1.1.) drüden das (r-+-n)fe 
lied irgend einer der Reihen, in die ven Glieder derfelben 
eihe und ihrer m nächften pofitiven Differenz Neihen aus *); 
jo auch das (n-1} Glied irgend einer Reihe, in das erfte 
lied derſelben Reihe und in die erften Glieder ihrer n näch 
n Differenz: Reihen. 

Die Gleichungen IT. und II. 1) Dagegen drücken das 
—n)t Glied irgend einer Reihe in dag rt: Glied derfelben 
eihe und in die nach und nad) immer mehr zuriickliegenden 
lieder ihrer nächften n Differeng- Reihen aus. 

Die Gleichungen IT. und I. 1.) endlich drücken dag rfe 
lied irgend einer ner. Differenz Reihe, in n--1. nächft auf 
ander folgende Glieder ihrer nf" Summen⸗Reihe (legtere 


*) Der BequemlichFeit wegen verftehen wir hier unter dem rien Gliede | 


;jenige, welches den Zeiger r hat, alfo u,, Au,, A?u,, etc. etc, Inter 
1 (r-An)ten Gliede verftehen wir daher in den verfchiedbenen Reihen die 
ieder, welche den Zeiger r-+n haben, alfo die Glieder urn Auın 
U, etc. etc. 


23 * 
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als Ur⸗Acihe gehacht) and, vom re ab id zum (r--n)" 
Glicte hin Sie beiden alſo auch bad erſte Glich irgend einer 
n’= Diffcrenz⸗Xcihe in die n1 erfien Glicher ihrer nien Sum⸗ 
men⸗NXeihe (letztere als Ur⸗Xcihe gehackt) ame. 

6) Dieſes alles gilt aber nur, fo lange m eine poſitive 
ganze Zahl if, währenb r unh p jebe pofttive umb jebe wege 
tive ganze Zahl verficlin frunen und auch bie Null. 

Um ãhnliche Nefultate auch für ein megatived ganzes n iu 
abalten, verführt man wie der nächte Paragraph zeigt. 









$. 32. | 

Da man mach $$. 89. und 90.) eine Gleichung zwilhe] 

den Gliedern einer Ur⸗Reihe und ihren (pofitiven ober negai _ 

von) Differenz: Neiben, auch mit (l—Au_,) ”, (u,—1)" 
ober mit (14-9) multipliaren kann, wenn man nur 


unter (1 — AU) die Neibe 
1—n-w+ (0-1), Au 2—(o+2,-Au_3+ -+- ininl, 
unter (u,—1)” die Rebe 


i.+0.0,4t+G4N.-u..+@42),u..3+-- un ink, 
und unter (1-9) die Reihe 
1—n4+-(n+1),°— (na +2)-4°-+(n-+3),.4°— --- in inf, 
verficht, welche der binomifche Lehrfag dafür liefert, fo kann 
man auf diefem Wege aus den Formeln des $. 91. 1 und IL) 
noch leicht folgende Formeln ableiten: , 


A. Nimmt man die Gleichung L), nämlich: 
1) Urn = (1-F-4)"-u,, 
und multiplicirt man folche mit der unendlichen Reihe von 
Gliedern, die durch (1 +9" ausgedrückt find, fo" erhält man ' 
fogleich | 
2) (1 +2)” Ur4n =U,, 
ober, wenn man mit u_, multiplicirt, 


⸗ 
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un = (+) > SC—1)an+0—1): 2.) 
vw.» 
Un ur — mn, tat), Au —(n+2),- «Au, 
+(n+3), #tw— in inf, 
wodurch daB (r—n)fe Glied irgend einer Reihe in das. rt Glied 
derfelben Neihe und in die rien Glieder aller. ihrer Differenz- 
Reihen, bis in's Unendliche fort, ausgedrückt zu ſeyn feheint, 
B. Nimmt man die Gleichung IL), nämlich, 

1) Au =u lu, —1), | 
und multiplicirt man folche mit der unendlichen Reihe von 
Sliedern, die durch (u, —1)": ausgedrückt ift, ſo erhält man 

2) W—1)” -Au=u; 
oder, wenn man biefe Gleichung noch mit A» multiplicirt, 

Au —=u(u—i)" = Sl(n+a— Ne un-al 
9d. h. 
aru. * uw t2,un-1+(0 ), Una 
+a49e ut in inf, 
wodurch das rt Glied der nien Summen⸗Reihe in unendlich 
viele Glieder der Urs Reihe, vom r—nt® Gliede rückwärts ges 
bend, ausgedrückt zu feyn fcheint. 
C. Multiplicirt man endlich Die Gleichung III), nämlich 


V. 


1) Un = (i —AU_1) *% > 
mitt (lau) , fo erhält mar 
2) (d—au_,) "un, 


oder, wen man biefe Gleichung noch mit u, multiplicirt, 

Urn = (l—au,) "u = S[(n4a—1%-Atu,_.] 

d. h. 

Urn — = u+n, ++), A’, 

+(n+ 2), -’u,_3+ «in hf, 

wodurch das (rn) Glied irgend einer Neihe in unendlich 
viele Glieder der Differenz⸗Reihen, unendlich weit rückwärts 
gehend, ausgedrückt zu ſeyn fcheint. 
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D. Multiplicirt man aber biefe hiefigen Gleichungen IV., 
V., VI) noch mit AP, wo p eine pofitive oder negative ganze 
Zahl oder Null bebeuter, während n immer eine ganze pofi- 
tive Zahl ift, fo erhält man noch 


IV. 1) Pu — (4a). au, 
V.1.) Pu, = (u, —1)" au; 
VI. 1.) Aura — (1 — Au) . Au; 


wo n pofitiv ift, wo p dagegen beliebig pofitiv oder negativ 
gedacht werden kann, wenn man nur reits die angezeigte Ent 
wickelung nach dem binomifchen Lehrfage, und Die angezeigte 
Multiplikation in dem Sinne ausführt, daß man zuletzt lauter 
Glieder der hier betrachteten Neihen hat. 

E. Man wolle aber nicht überfehen, daß dieſe Sormeln 
IV.— VL), rechts unendlich viele Glieder enthalten, daher nur 
dann anwendbar find, wenn diefe Glieder zulegt der Null gleich, 
oder doch unendlich Elein werden. In allen übrigen Fällen 
muß man dag Ergänzungs-Glied beftimmen, welches nod 
hinzutreten muß, wenn man dieſe Neihen rechts bei irgend einem 
Gliede abbricht. — Namentlich find die Formeln V.) und V.1.), 
ohne. Ergänzungs- Glied genommen, allemal ifuforifch. 

Eo einfach aber die Beftimmung diefer Ergänzungs-Glie⸗ 
der vor ſich gehen kann, fo müffen wir e8 doc) einem der noch 
nicht erfchienenen Theile des „Syſtems d. Math. überlaffen, 


Dieje weiteren Unterfuchungen nachzuliefern, welches um fo noth⸗ 


wendiger erfcheint, als dieſe Ergänzungs-Glicder nad) unferem 
Wiſſen bis jet noch von Niemanden gegeben worden find. 

Anmerkung Daß man die vorfiehenden Gleichungen 
auch noch mit AP oder u, multipliciren könne, verſteht ſich 
von ſelbſt. Multiplicirt man die VI.) mit A'u_„, fo erhält 
man die Formel auf pag, 56. de8 Lacroix Traite etc. etc. 
T. III.). Sol fie aber allgemeine Gültigkeit haben, fo muß 
noch dag Ergänzungs-Glied hinzukommen, im Falle die Neihe 
recht8 abgebrochen wird. 


—— ———— — — nn EEE EEE Ve nn 
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$. 9. 
Anwendungen auf arithmetiiche Reihen der hoͤhern Ordnung. 

So oft die Glieder der mir Differenz Reihe alle einander 
gleich werden, fo nennt man die Ur⸗Reihe eine arithmetifche 
Neihe Der mtr Ordnung. Die arithmetifche Reihe 

,a+(r—2d, a-+-(r—1)d, a4+rd, a+(c+1)d, --- 
deren erfte Differenz: Reihe bereits lauter gleiche Glieder 
J d, d, d. d, .. 
hat, iſt danach eine arithmetiſche Reihe der erſten Ord⸗ 
ung”). | 

Iſt alfo die Ur-Neihe eine arithmetifhe Neihe der 
meer Ordnung, fo kann man die Gleichung 1.) des $. 91.) 
bloß ſo ſchreiben | 


(©). un =u—tn,-dutn,: But —B A"U,, 
fo daß die Gleichung auf der rechten Seite des (=) Zeichens 
immer nur m--1 Glieder hat, wie groß auch der Abſtand 
n der Glieder u, und u,.n von einander feyn mag. Und Diefe 
Gleichung ©.), welche für eine arithmetifche Neihe der ter 
Ordnung gilt; kann auch in derfelben Form beibehalten werben, 
wenn n<m feyn follte, weil die Binomial- Koeffizienten 
Darts Datz; °° 0m dann alle der Null gleich werden, die 
Glieder alfo, welche die Form ©.) jegt zuviel hat, doch in der 
That wieder wegfallen. 
Die Gleichung O.) kann auch ſo geſchrieben werden 
(O) ··· un —u—n, Au, nAꝰ ur Png ABu. 
| | tn"; 
und dieſe Gleichung giebt den unterſchieb zwiſchen dem rnen 
Gliede und dem rien Gliede der Ur-Meihe in. die rin Glieder 
ihrer Differeng- Reihen ausgedrückt. 


*) Ein Beifpiel einer arithmetifchen Reihe der gweiten Ordnung fieht 
man in der Neihe der Quadratzahlen. Die Neihe der Kubikzahlen dagegen 
bildet eine arithmetiſche Reihe der dritten Ordnung. 
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Die erfie Summen⸗Neihe einer arithmetifchen Reihe der 
meen Ordnung ift offenbar eine arithmetifche Reihe der (m-}-1)* 
Drödnung, teil, wenn man fie ald Ur⸗Reihe nimmt, bie vorige 
arithmetifche Reihe der mien Ordnung ihre erfte Differenz; 
Reihe ift, alfo ihre (m—ſ)te Differenz: Reihe erft die gleichen 
(conftanten) Glieder enthält. Man erhält daher für fie nad 
derfelben Formel ©.) oder C.) 

(2). u mau, mn, u tn, Au, +0, Au, 

+n.+41 AU. 
Meil aber diefe Differenn Atu.m —Atu, zwiſchen dieſen 
Gliedern der erfien Summen:Reihe nach $. 88. N. 6.) allemal 
die Summe der n Glieder 
uvtur+ u+2+ .. — U.-1 - 

der Ur⸗Reihe ift, fo fieht man alſo in 2.) zur Mechten die 
Summe von n auf einander folgenden Gliedern der arithmeti⸗ 
fchen Reihe der mien Hrönung gefunden und ausgedrückt durch 
eine Summe von nur m+1 Gliedern, wie groß auch übri⸗ 
gens die Anzahl n der fummirten Glieder feyn mag. 


Diefen Ausdruck in 9.) zur Nechten ded (=) Zeichens ' 


nennt man daher dag fummatorifche Glied ber arithmet: 
fchen Reihe der mien Hrbnung*), während die Neihe zur Ned: 
ten in ©.) dag allgemeine Glied der Reihe beißt. 

Beifpiel 1. Nehmen wir die Reihe der Qundrat-Zahlen 

1, 4, 9, 16, 3, 36, 49, ... 
fo if, wenn man felbige mit 
U Up Ur. etc. etc. 

vergleiht, u.=1, Au,=3 und Au,=2, A’u, = Au, — etc. etc. 
—=0, Folglich it die Summe der n erften Quadrat⸗ Zahlen 


_ — —— 
=n,-1-+2,-3-+2,-3= 123 . 


*) Die im $. 33. d. I. Bds.) definirten figurirten Reiben gehören, 
ihrer Definition zu Foige, zu den arithmetifchen Reihen höherer 
Drdnungen. Die dort gefundenen nten Glieder, und Summe einer An- 
zahl a von Gliedern ergeben fich daher aus den hiefigen Formeln CO.) und 
9.) unmittelbar. — Eben fo die Summe von n Quadratiahlen, von n Ku: 
bifsablen; u. fo mw. f. 


— 
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Beiſpiel 2. Mergleicht man die Neihe der Kubikzahlen 
4, 8, 27, 64, 125, etc. etc. 
nit Ws Uyy 0,49, etc. ec, 
ſo it w=1, Au=7 Au=12, A’u=6, Atu,mA’, 
= etc, etc, = 0. — Folglich ift die Summe der n erften Kubifzahlen 


=47, 40460]: 
folglich immer eine Quadratzahl. 

Anmerkung. Iſt die gegebene Ur⸗-Reihe zwar Feine zart 
metifche einer böbern Ordnung, fo daß in Eeiner der Differenz» 
Reihen. die Glieder alle einander gleich werden; werben aber in 
z. B. der meer Differenz» Reihe die q Glieder 
| Amu., Bruns Amu,ꝓ2, *. AU + 
fehr wenig von einander verfchieden, fo daß dann bie rer Glie⸗ 
der der q nächftfolgenden —— alſo die Glieder 


rt, rt, bis zu te, hin, 
nahe hin der Null gleich nern fo fann man die Formel 


$. 93. ©.) und dann auch die Formel $. 93. 9.) nähe 
rungsweiſe gelten laſſen, fo lange n nicht größer ald m-+-q iſt. 

So wie aber n>m-toq mird, fo dürfen die Glieder 
Dat, Pakt du, ·. welche dann noch 
zur Rechten diefer Formeln hinzukommen müßten, in fo fern 
mtpti, mtet2,, etc. etc. wieder bedeutender werden kön⸗ 
sen, nicht ohne weiteres weggelaſſen werden. 


So bilden z. B. die Glieder 
logr, log(r-+1), logœ -2), logœd“ ꝙ 
wenn r fehr groß if, und q nicht zu groß genommen wird (wie fhäter er- 
mwiefen werden fol) eine ſolche Reihe, für welche in diefem Umfange die 
3ten oder doc; die Aten Differenz⸗Reihen fchon Glieder enthalten, die ziem⸗ 
lich nahe Null find. — Man kann ſich daher der vorftehenden Gleichung 
$. 93. ©.) bedienen, um die einzelnen Glieder Zog(r+1), JFog(r+?2), 
log(r-+3), --- log(r-Hn) auseinander und aus den dur) fie gebildeten 
rten Gliedern ihrer Differenz» Reihen näherungsmeife gu berechnen. 
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$. 94°). 
Denkt man fich abermals eine beliebige Reihe belichiger 
Glieder als Ur-Reihe, folche Glieder aber durch die Zeichen 
“ W-2m; Um; Ur Urrm Urtdms Urhims °*° 
bezeichnet, wo m eine bloße Type ift, daher alles vorſtellen 
kann; bildet man ſich wieder die pofitiven und die negativen 
Differenz » Reihen, bezeichnet aber die Glieder derfelben ame: 
log durch 
* Mr tm, Alm Al, Alrpay Alrpamy °°° 
Au 205 AU—m A’Urs Aufn; Autom °** 
u.  w. fi, fo finden fich bald aus dem Bildungsgeſetz ber 
Glieder in ber jegigen Form, nämlich aus 
Arten = Aurr+ m — Ar tem F 
die Formeln der $$. 91. und 92.), wie fich folche im det jetzi⸗ 
gen Form geftalten müſſen, nämlich 
1 Ur+nm — (+9 u, = S[n,-4’u.]; 

11. arur — (um — N) u = SI". m. "Ur+o—am]; 
NM.  %-am = (l— Au_.) u = SI-N).n-A'u,_m]; 
wo ftatt a nach und nach O, 1, 2, 3, 4, und alle pofitiven 
ganzen Zahlen gefetst werden, während dag Zeichen S die Summe 
aller der dadurch entftehenden Glieder ausdrückt. Ferner nod) 


IV. U,—nm — (1 A ur; 
V. a w—= (um—1) "u; 
VI. Urtnm = (l—AU_n) Ur5 


wenn man nur nicht vergißt, daß in den drei letztern Formeln, 
fobald die Ausdrücke zur Nechten bei irgend einen u" 
Gliede abgebrochen werden, noch Ergänzungsglieder hinzutreten 
müffen, welche jedesmal, auch in der jegigen Bezeichnung, Leicht 
ausgedrückt werden Eönnen. 


x) Das in diefen Kapitel nun folgende kann der Anfänger dei erften 
Leſen überfchlaaen. 
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Dabei darf man aber ja nicht überfehen, daß dies genau 
diefelben Relationen zwifchen den Gliedern einer Ur-Neihe und 
deren pofitiven und negativen Differenz: Reihen find, wie folche 
in den 60. 91. und 92.) bereit Hingeftelle fich finden; — dag 
bier bloß diefelben Glieder ein Elein wenig anders bezeichnet 
toorden find, und daß deshalb auch dieſelben Melationen in 
etwas anderer Form ausgedrückt erfcheinen. 

Sest man 1 flatt m, fo tritt die neue Bezeichnung in bie 
alte zurück, und man erhält auch fogleich wieder diefelben For: 
men der Relationen, wie folche vorher gefunden Morden find. 

Wollen wir aber in irgend einem Falle die Glie— 
der der Differenz-Reihen in diefem zweiten Schema 
mit: denen in dem erftern Schema der $$. 86. 87.) in 
Bergleichung fegen, fo werden wir Die des hiefigen 
jweiten Schema dadurch von jenen unterfcheiden, 
daß wir bier a! ftatt a fchreiben, das bloße a aber 
für jene auffparen. 


— $. 95. 


Man denke fich wieder eine beliebige Neihe beliebiger Glies 
der als Ur:Reihe und durch 


* Ur-2; Urs Urn Urpts Urp2y °°° 
fo wie die Glieder ihrer Differenz Reihen auf die in den $$. S6. 


87.) angegebene Weile bezeichnet; und man hebe nun aus Die 
fer Reihe von Gliedern die durch‘ Ä 
- Uns Us Upm Uran °°*° 

bezeichneten heraus, wo m irgend eine pofitive ganze Zahl vor . 
fielen mag; man denke ſich dieſe Glieder als neue Ur⸗-Reihe, 
zu welcher nun die poſitiven und negativen Differenz: Reihen 
gebildet, und deren Glieder nach $. 94.) bezeichnet werden, aber 
al ftatt A gefeßt. 

Died vorausgefegt, fo hat man nach $. 94. IL) 
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| 1) u, = — (Un — 1)". u, S[n,- (— 1). "Ur+em] *); 
e-+b 


=—2 

aber auch (nach $. 91. L) 

2) „w=(1+4”"w= S[m,-A’u,]; 
und für irgend einen beftimmten Werth von c 

3) um +", Sfm)-sul, ° 
alles mit Zusiehung der $$. 36.— 38. des I. Bos.). Subſti⸗ 
tuirt man dieſes letztere Reſultat ftatt Urtom in die Gleichung 
1.), ſo erhält man 

4) u, = SL(—1)’.n,- (em), -Aun], 

e+=n | 

wo ftatt b Null und alle pofitiven ganzen Zahlen gelegt wer 
den müffen, während für jeden Werth von b, wiederum flatt c 
und d Null und alle pofitiven ganzen Zahlen gefeßt werden, 
welche der Gleichung c--d=n genügen; wobei n, und 
(cm), Binomial: Koefficienten vorftellen. Man fieht alfo bier 
dag ri Glied der nien Differenz: Reihe im zweiten Schema, durch 
die rien Glieder der Differeng-Neihen des erfieren Schema bis 
su Au, hin, ausgedrückt, fo daß der Koeffizient von a“u, 


= S[(—1)°.n,-(em),] 
‚ern 


und felber eine NReihe von nt-1 Gliedern ift. . 
Geste man aber den Ausdruck (IA u, flat u 
aus 2.) in die Gleichung 1.), fo erhielte man 


*) Wir bedienen uns hier allemal der Fleinen deutfchen Buchfaben, 
um damit alle Werthe zu bezeichnen, welche Null und pofitive ganze Zah⸗ 
len find, und welche den untergefenten Gleichungen (4. B. ce+d=n) ge 
nügen, fo daß nach und nad) alle pofitiven ganzen Zahlen genommen wer 
den müffen, wenn feine untergefegte Gleichung die Werthe näher befchränkt. 
Das vorgefegte S drückt doun immer die Summe aller dadurch erhaftenen 
Glieder aus. ’ 
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Au, [,(140) · I- M· u., 
d. h. 


APur = (m, Au, my. Au, t-myzAu,t "ur, 
| —= (m, m. A-+m,2?-+ "Au; 
allein es entfteht nun Die Frage, ob dieſes Nefultat I.) mit dem 
in 4.) gefundenen identifch und dadurch das zulegt angewandte 
Verfahren gerechtfertigt iſt. 


$. 96. 
Betrachtet man zu dem Ende den Ausdruck 
(U+2D"—1T, | 
fo erhält man gunächft nach dem binomifchen Lehrfaße 
) [OIPTMAAVI SICA. 
e-+Hd=n ° 
Meil jeboch abermals nach dem binomiſchen Lehrſatze für jeden 
Werth von c 
2) (1+2)"=S[(em),-2'] - 
ift, fo erhält man, wenn man biefen Werth aus 2.) in 1.) 
fubftituirt, 


3) KUH" —17=S[-1)-n,-(m),7; 
e+d=n 


und durch dieſe Gleichung iſt es außer Zweifel gefeßt, Daß Bas 
Kefultat im $. 95. I.) zur Nechten genau mit dem Nefultate 
$. 95. N. 4.) zufammenfällt, fobald man nur bie Probufte 
ud, in Arrtu, umwandelt. 

- Nebenbei erfahren wir bier, weil in N. 3.) die Entwice 
lung: des Ausdrucks zur Linken nach fieigenden Potenzen von 
z offenbar mit 2° beginnt, daß auch in dem Ausdrucke zur 
Rechten in N. 3.) alle Koeffizienten von 2°, fo oft b=», 
und v<n if, der Null gleich feyn müſſen, während der Koch 
fisient von z*, welcher links offenbar m” ift, auch rechts der⸗ 
ſelbe ſeyn muß. 
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Diefe Nefultate fchreiben ſich fo 
0, wenn v<n 
2 St = m’, wenn 9 — np 
d. h. | 
(am), —n, ((n - 1)m),+n, - (n— 2m), — 
+n,.-1(1-m), — "|. 


je nachdem »<n oder v=n if. 
Multiplizirt man diefe Gleichung 4.) mit v!, fo nimmt fie 
and) noch folgende Geftalt an, nämlid) 


d. ufemilt _ | 0, wenn v<n 
3 SCI a: we ab 
d. h. 
(nm) —n,-((a—1)m)=! +n..(na— Bm)" — 
10 
+n,_1 (1m) — * oder | 
| m". Bi 


Und die Nefultate diefed Paragraphen bleiben wahr, nicht 
bloß wenn m eine pofitive ganze Zahl, fondern auch wenn m 
ganz allgemein gedacht wird; wenn nur n eine pofitive ganze 
Zahl ift und bleibt. 


$. 97. 

Weil aber dag Nefultat $. 95. N. A.), alfo auch, vermöge 
des $. 96.), dag Nefultat $. 95. I.) richtig verbleibt, fo oft die 
beiden Gleichungen 1. und 3.) des $. 95.) in Kraft bleiben, 
ſo folgt, daß u allemal 


I. a.=[(+”"u,—1]-u 
in dem näher — Sinne wahr ſeyn werde, nicht blof, 
wenn die Reihe des zweiten Schema, deren Differenzen durch 
a bezeichnet find, aus gleichweit (um m Stellen) abſtehenden 
Gliedern der Reihe des erfiern Schema befteht (mie letzteres 
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m $. 95. vorausgefeßt worden ift), fondern auch, wenn wir 
iegt die andere Annahme machen, 


daß m=-; ift, und daß die Reihe des 2er Schema zwi⸗ 


fchenliegende Glieder zwifchen je zwei nächft auf einander fol- 
genden Gliedern des erftern Schema enthält, fo nämlich, daß 
dag rt, ruf, rt 2uft, ruf, etc. Glied der Ur: 
Reihe des 2ien Schema, bezüglich mit dem riet, r—1ten, 
rt-2tn, r Zien, ete. Gliede der Ur-Reihe des Iten Schema 
identifch find; fobald man nur voraugfegt, daß alle 
durch Urrem oder jeßt durch u,c vorgeftellten Glie⸗ 


| | 2 

der der Ur⸗Reihe im 2tn Schema, aus den Gliedern der 
Ur⸗Reihe des erftern Schema nach dem Geſetze $. 95. N. 4.) 
d. h. nach der Formel 


Ur = (I4+4)” u, — S[(cm),-a’u,] 


(©)... oder Ä 
(daR. u—s[(l ) u] 


gebildet find, wo c ne eine beſtimmte ganze Zahl iſt, wo 
aber b unter den Summen⸗Zeichen S, wie immer, wenn 
nicht das Gegentheil bemerkt iſt, alle Werthe hat, welche 
0 und poſitive ganze Zahlen find, fo dag die Summe zur 
Rechten im Allgemeinen eine unendliche Reihe if. Diefelbe 


bricht jedoch von felber ab, entweder 1) wenn mr eine ganze 
Zahl wird, oder 2) für jeden andern Werth von c, wenn Die 


Ur⸗Reihe des erften Schema eine arithmetifche Neihe der 


„een Ordnung iſt, fo dag a7 u,, AT u,, etc. etc. der. Null 
gleich werden *). 





*) In dem Falle diefes 8. 97.) entfteht alfo die Ur⸗Reihe des zweiten 
Schema, deren Differenzen durch. A’ bezeichnet find, dadurch, daß man zwi⸗ 
ſchen je zwei Glieder der Ur⸗Reihe des erſtern Schema 


G 
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Diefelbe Sormel I1.), e8 mag nun m eine pofitive ganze 
Zahl feyn und. die Vorausfegung des $. 95.) gemacht werben, 


oder m — genommen und die Vorausſetzung des gegen⸗ 


wärtigen $. 97.) ſtatt finden, läßt ſich aber allemal auch fo 
fchreiben, nämlich 
II. Au, = S[—1)’ n, (em), 4p°A' — 
ce+d=n Ä 
wo für jeden beftimmten Werth b (welcher Null, oder eine poſitive 
ganze Zahl iſt) der Koeffizient von a"t’u, aus n1 Gliedern 
beſteht, welche fich aber, vergleicht man fie mit dem Ausdruck 
in I.), auch in eine Eleinere Anzahl von Gliedern vereinigen laſſen. 
Anmerkung. Wollte man die ‚Gleichung ($. 97.. Ly 
nämlich 
I. u, — [aa 1] -u, 
auf eine, der früher (in dem $. 92.) befolgten analogen Weile 
behandeln, nämlich dieſelbe zuerft mit 
[t--Aa)"uo—1]" und hernach noch mit A”u, 
multipliciren, fo erhielte man 
II. u, =[iU+N)"u—1T"-u*), 
welche 


U, Urs Urs Ungs Upas °°° 
noch w—1 Glieder eingefchaltet Cinterpolirt) fich denkt, welche durch 
un. vorgeftellt find, indem man unter e die ganzen Zahlen von 0 bi 


ih oder-von wi bis 2u —1, oder von 2u-t-1 bis 3a — 1, oder von 
34 1 bis 4a —1, u. f w. f. verficht, mo aber das Gefeg der Einfchal 
tung in der Formel ©.) gegeben und beftimmt ausgefprochen fich findet. 
*) Dieſe Formel findet man, abgefehen von den hier gebrauchten Zei 
chen (es fteht nämlich =" ſtatt hier a7"), faft iniallen den Schriften, welche 
die Lehre der Differenz- Reihen vollſtändiger behandeln; obgleich fie unrichtig 
it. — Auch Laplace hat diefelbe mittelft feiner „Theorie des fonctions 
generatrices” erhalten. — Allein Laplace zieht fie aus einer irrigen Ber 
hauptung, welche man gleich zu Anfang jener Theorie gemacht ficht. Er 
bezeichnet nämlich durch u die erjeugende Funktion der Reihe y„-1*, und 
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welche wir jedoch als unrichtig bezeichnen müffen. Sollte näm- 
lich diefe Formel bräuchbar werden, fo bedürfte fie einer dop- 
pelten Berichtigung. Einmal müßte man nämlich Sie I.) ‚nicht 
mit allen Gliedern von [A+tAu— 17", fondern nur 
mit den Sliedern bis zu Au, hin (mo zu beliebig groß gedacht 
ift) multipliciren, um Die Ergänzungsglieder su erhalten. — 
Dann aber ift diefeg Multipliciren; den $$. 89. 90.) zufolge, 
überhaupt nur erlaubt, wenn man in der L) unter Au. Den 
Ausdruck (un—1):u, verſteht, well die zu multiplicirenden 
Bleichungen bloß Glieder eines und deſſelben Schema enthalten 
dürfen. Die zuerſt entftehende Gleichung 
[1-+4)" u—1]”- (un—1)}. Ur Ur, 

nachdem fie hinſichtlich ihrer Ergänzungs- Glieder, im Falle: Bie 
Reihe links abbricht, gehörig berichtigt worden wäre, darf da; 
her nicht mit A "u,, fondern höchftens mit (u„— 1)” U. 
multiplieirt werden, wofür man aber wieder nur eine enbliche 
Anzahl erſter Glieder nebſt ihren Ergänzungsgliedern nehmen 
müßte, um nach der Multiplication auf der rechten Seite nicht 
genau (un—1) ":ür, dagegen ganz genau Am"u,; wie 
ſolches hier gewünſcht werden muß, zu haben. 

Der Zweck der gegenwärtigen Schrift zwingt uns aber ab⸗ 
zubrechen, und das Weitere den noch folgenden Theilen des 
N Syſtems der Mathematik" zu überlaſſen. ’ 





fügt daun, daß die erieugende Funktion ber geihe z"y..tE nothwendig 
EL) ” fe werde: Dies if aber nicht ber Gall, wie eine günd⸗ 
lichere Behandlung des Gegenfiandes augenblicklich erkennen läßt. 


S—. n. u re 


Zwölftes Kapitel. 





Bon den endlichen Differenzen und Summen. 





Erfte Abtheilung. 


Webertragung der vorſtehenden allgemeinen Lehren auf eine beſendere 
Reihe von Ausdrücken. 


Borerinnerung. 


Bis bicher haben wir Cin dem vorhergehenden Kapitel) Ur⸗Reihen 
betrachtet, welche völlig beliebige Glieder hatten, die völlig geſetzlos feyn 
oder nach jedem beliebigen Gefege fortlaufen Eonnten; und wir haben nichts 
weiter gethan, ald die Glieder der Ur⸗Reihe, mit den aus derfelben gebildeten 
Gliedern der Differenz⸗Reihen, in verfchicdenen Combinationen verglichen. [' 

in dem gegenwärtigen Kapitel wollen wir dagegen eine Ur⸗Reihe be F- 
trachten, deren Glieder alle aus einer gegebenen Funktion 


hervorgehen, dadurch daß man flaft x nach und nach Werthe ſetzt, welcht 
fortwährend um gleichviel wachfen. : 


$. 98. 


A) Es ſey fx eine beliebige Funktion von x, und Fr 
fielle das vor, mas aus f, wird, wenn man x--ph flaft x ſetzt. 
Denkt man fi nun unter der im vorhergehenden Kapitel be 
trachteten Reihe 

a) Ug> Ug+15 Ug+25 Ug+3 > etc. etc. 
to q eine beliebige pofitive oder negative ganze Zahl oder Null 
bedeutet, die beflimmte Reihe 
b) fx +ah> EEE —X —XRE etc. etc. 
y 
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vorgeſtellt, fo ift allgemein für icdes poſitive oder negative p, 
auch für p=0, 
1) Up — Iy.rph 
borausgefegt. — - Die Zunftion f aber, welche ale Glieder 
bieſer beſtimmten Reihe b.) giebt, wenn ſtatt x nach und nach 
x-V-qh. x+(g+Db, xt+(g+9b, xX¶-3)h, --- 
geſetzt wird, heißt das allgemeine Glied diefer Reihe. 

B) Degeichnet man nun die Funktion von x, aus welcher 
die Glieder der erfien Differenz: Reihe (wenn bie Reihe b. alg 
Ur⸗Reihe genommen wird) ebenfalls hervorgehen, wenn ſtatt x 
nach und nach 

- xtgh, XòIM, xHg+Dh, x-Hq+9h, -- 
geſetzt wird, durch Af,, fo ift dieſes allgemeine Glied Af, offen 
bar gegeben durch die Gleichung 

2) al, = = BE Ar3 
und unter Vorausſetzung biefer Vezichnung und der desz vor⸗ 
hergehenden Kapitels iſt dann | 

3) | ‚Ju, = Abıpphs 
wenn nur Aroh das vorſtellt, was aus af wird, fobald man 
x-+-ph ftatt x fchreibt. 

C) Bezeichnen wir überhaupt die Funktionen von x, welche 
als die allgemeinen Glieder der iten, Zen, Zten, etc. und allge 
mein der rten Differenz» Reihe angefehen werden Eönnen, bezüg⸗ 
ich durch 

af.,, ar, ash, ete. ete. und af, 
d finder fich offenbar außer ' 
en noch Arnd 
Ä a —af, mn —ah; ete. etc, 
md überhaupt 

4) re nah 
velche pofitive ganze Zahl auch immer unter x gedacht werden mag. 

Und unter der Voransfegung dieſer Bezeichnung und der 


es vorhergehenden Kapitels iſt dann auch allemal 
24 * 
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5) Au, = Netpbe 

D) Uber auch jede der negativen Differenz: Reihen, b. h. 

der Summen-Reihen, gebt nun auf diefelbe, in A.) befchriebene 

Meife aus einem allgemeinen Gliede hervor. Bezeichnen wir 

dieſe allgemeinen Glieder der (— Ir, (— Hr, (— Z)ten, . 
aM Differeng- Reihe bezliglich burch 
Pass Fra ., aus ARE N 3 | 

fo finden zwifchen diefen allgemeinen Gliedern offenbar die Glei 


chungen flatt: ü 
0 — 21 el. „le — —A6 
f, d. h. f, — A f. 41—-4 f.; A f, =A fan —A ſ. j 
etc. etc. € 
und allgemein | 
6) are = ana" xd 


Diefe Gleichungen aber beftimmen, wie man fieht, bie allgemei 
nen Glieder der Summen⸗Reihen nicht, fondern nur die Die 
renz zweier auf einander folgenden Werthe derfelben, nämlich det - 
fir <—=x und <—=x-+h genommenen Werthe. | 
Unter der Vorausfegung diefer Bezeichnung und der dei | 
vorhergehenden Kapitels kann man aber annehmen 
7) AA Terphe 
E) Es muß jedoch hier bemerkt werden, daß die Zunktio 
nen von x, welche wir hier bezüglich durch 
ah, ea 
bezeichnet haben, gemöhnlich durch 
2,, 22f,, 2’f,, a * 
bezeichnet werden. Bei unſerer Bezeichnung aber kann inan die 
Reſultate 5.) und 7.) in das einzige 
I. Aüp = fe Pph 
zufammenfaffen, indem man felches gelten läßt; es mag r ein 
pofitive oder negafive ganze Zahl oder O feyn, fobald man nur 
unter aof, die Funktion 5 felbft verficht, fo wie man unter 





1 


— — 


a \ 
- 
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Au, das Glied u, felbft verftanden hat*). — Und eben fo 
laſſen fih die Gleichungen 4.) und 6.) gufanmenfaſſen in 
die einzige 

ri =A f + A 
ſoboid man ſie gelten läßt für jede pofitipe oder negative ger 
Zahl, welche flatt r gefegt werden mag, fo wie auch für r=0 
— Daß p jedesmal eine beliebige pofifive oder negafive gone 
Zahl oder Null feyn kann, verfieht_fich von ſelbſt. 

Die Gleichung I.) Ichrt weiter nichts, ald was man fich jest unter 
bem, in dem vorhergehenden Kapitel eingeführten allgemeinen Zeichen A'u, 
zu denken habe, wenn man unter der allgemeinen Reihe A,a.) jetzt die bes 
ſtimmte und befondere Reihe A.b.) fich denkt. — Die Gleichung IL) dage⸗ 
gen: brückt die Abhängigkeit der Zunktionen AL, AL, A’L, etc. etc, und 
af, AR, A’E,, etc. pon £, und von einander Aug, 

F) Es folgt aber aus der IL.) noch 

—X — Ar, 
d. 5. wenn 0, 1, 2, 3, etc. etc. flatt r gefeßt wird, 
.n=htak; dp = [Pi 012 #3 IS PETE rs) Au 17.05 
2. ſ. m. f. 

Anmerkung Diefe Gleichungen in E,) und F.) find 
aber nur fpecielle Falle der allgemeinen Gleichungen 

ati, = —4Au HA u. und A u — Au, tut, 
der $$. 86, 87.) für s= 0, und wenn man flatt der allgemeinen 
Reihe A.a.) die jebige befondere und heſtimmte Reihe A. by ſetzt. 


$. 99, 
Erflärung der enblihen Differenzen und der endlichen Integrale einer Funktion t.. 
Dieſe durch) Alz, Az, aëf,, etc. ete. bezeichneten, und mit 
einander ſowie mit ſ. mittelft der Gleichungen des $.98, E. IL) 
sufammenhängenden und aus diefen Gleichungen zu findenden 
Funktionen von x, nennt man begüglih „die zu der Diffe 
renz h von x gehörige erfte, zweite, dritte etc. etc. 


H Für r=0 gebt diefe Gleichung I.) in die obige A. 1.) über, 
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enblihe Differenz ber Funktion f,, während letztere ſelbſt 
noch h enthalten, aber auch von h frei feyn kann. — Die 
Funktionen A oder Ah, a, oder IE, A ode 
*., etc. etc., deren Abhängigkeit aus einander ebenfalls durch 
die Gleichungen des $. 98. E. II.) bedingt ift (die aber nicht 
ganz und vollſtändig aus diefen Gleichungen gefunden werden 
können) *) nenne man dagegen „die zu der Differenz h 
von x gehörigen enblihden Summen ober endlichen 
Sntegrale der Funktion &. 

Wird aber die Differenz h von x, ber Einheit gleich ge 
Bacht, d. 5, it h= 1, fo wollen wir, um die zu h=1 geht 


— 


— — — 


rigen endlichen Differenzen und Integrale einer Funktion von x, | 


von den allgemeinen, zu h==h gehörigen zu unterfcheiden, bie 
erfteren zu h= 1 gehörigen dadurch auszeichnen, daß wir a, 
fiatt 4, und 2, flatt = fchreiben. 
§. 100, | 
1) Iſt 5 eine Funktion von x ohne h, fo ift augenblic 
lich nad) dem Taylor ſchen kehſete 


a) Af, „dl, :h-+-9° —8V a1 oet.h 3! 4. %% 





*) Wenn alle Glieder der Summen⸗ Reihen um gleichviel vermehrt 
werden, fo bleibt ihre Differenz Reihe doch immer diefelbe, wie wir bereits 
im 6. 88.) ausführlich erörtert haben, Wenn daher das allgemeine Glied 
der erfien Summen⸗Reihe, um eine Eonftante, oder um eine folche Funk: 
tion von x (1 B. A. , B.cos zer, etc, eic. ) vermehrt wird, 
welche diefelben Werthe behält, wenn nach und nach xqb, x-+(g+1)b, 
etc. etc, ſtatt x gefet werden (unter q eine pofitive oder negative ganze Zahl 
verſtanden oder die Null), fo liefert es Glieder, die alle um gleichviel größer 
find, deren Differenzen alfo wieder zu derſelben Ur- Reihe 

* frohe —X —EX etc. 
führen, — Und da dies für jede folche Summen-Reihe gilt, fo wird 
z"f, eine Anzahl n folcher willkührlichen Conſtanten, oder folcher willkühr⸗ 
lichen periodiſchen Funktionen von x in fih aufnehmen, und dabei doch ins 
mer den obigen Relationen genügen. - 


a A nn 
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Diefe Reihe: rechtd bricht aber nur dann ab, wenn f, irgend 
eine ganze Funktion von,x, alfo- eine Funktion von der Form 


Ax®--Bx1L0x" 24... Px+Q 

ift, wo dann af, eine ganze Funktion von x vom (m— It 
Grabe wird, deren Koefficienten jedoch hin ſich aufgenom⸗ 
men haben. 

9) fe f, eine Funktion von x, welche felber noch h ent: 
hält, fo aber daß £ die Form 

f, — 9° h*--ypch-n..hY + .. J 

bat, fo iſt abermals af, leicht in eine Reihe auszudrücken, die 
nach Potenzen von h fortläuft. Man findet nämlich fogleich, 
wenn man recht x—-h flatt x fegt, und dann bie Funktion 
felber wieder fubtrahirt, und wenn man bedenft, daß Pur —Px 
durch Ap. bezeichnet wird, u. ſ. fi, | 


u, = ap..h*-- Ay. hP-+-ar,-h’+ .. 
während wiederum (nach 1.) 


An, = 0° h--2° Bern + 


Ay = -h--9? dus 


u. f. w. | 
iſt. Multiplicirt man daher diefe eingelnen Reihen mit h*, ne. 
etc. ete., und ordnet man das ganze nach Potenzen von h, fo 
hat man zulegt af, nach Potenzen von h geordnet, 

3) Da AR —am— ak iſt, fo wird auch aëf, fogleich 
in eine Reihe nach Potenzen von h entwickelt werden Eönnen, 
fo wie man af, entwickelt hat; dies entwickelte Af, befindet fich 
nämlich in dem alle, der in 2.) gedachten Funktion 5. —.. 
Die Gleichung 1. a.) giebt namentlich, wenn man in ihr x-I-h 
ftatt x fett, und dann die alte von der neuen Gleichung fub: 
trahirt, auch auf die einzelnen Ausdrücke Ofyyı, 9° hr etc. elc. 
den Taylor'ſchen Lehrfa anwendet, 
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Do Ab=d%h’4 —* Potenzen von hi’ 


wo aber f ohne h gedacht if. | 

4) Es kann daher auch A”f, in eine nach ganzen Poten⸗ 
zen von h fortlaufende Reihe umgeformt werden. — Namentlich 
findet man, wenn in b.) zuerft x+-h ſtatt x gefeßt, und dann 
die alte Gleichung von der neuen fubtrahirt wird, 

Glieder mit den hö⸗ 
c) u —=8°%%-h’+ —* Potenen son ML 
wenn nur f, nicht ſelbſt fchon h enthälk. 

So fortfahrend erhält man aber auch 

m me ım Glieder mit den hö⸗ 
Hh=dhhr —* Potenzen von h 
wenn nur f, nicht ſelbſt ſchon h enthält. 

5) Denkt man ſich nun den beſondern Fall, wo f, noch 
fein h enthält und wo h unendlich⸗-klein und — dx geſetzt wird, 
fo bat man aus 1.a.), 3.b.) und A.c.) 

dd A2f, drh- dit; Asſsf, — def, dxs; 
und AK — drf, dx, 
fo daß alſo nun die Differenzen al, aëbf, asf, und 4" 
mit den Differentialien d£,, def, d’f,, def, zufammen 
fallen. Vgl. $. 160. d. I. 98.) . 


Glieder mit den 


$. 101, 

Aus dieſen Entwickelungen geht aber hervor: 

1) If k. eine ganze Funktion von x vom mein Grade, 
fo ift af, eine ganze Funktion von x vom m— 1!n Grade, und 
dann auch Cuach $. 100. NN. 2. und 3.) AS, eine ganke 
Funktion von x vom m — rt Grade; und A”L, ift Daher nach 
x conflant, fo wie daun "tg, art’g, etc. ete. der Null 
gleich find. 

2) Denkt man fich daher eine ganze Funktion f, vom 
meer Grade, ald allgemeines Glied einer Ur- Reihe (nach 
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$. 98.. A), fo find (nach $ 98. B. C.) die allgemeinen Gin 
der ihrer Y 

lten, Yun, Be, ...rten Differenz⸗ Dee 
ganze Funktionen von x bezüglich vom 
(my, (mm dr, (m — Zyen, .m — ryYm Brade, 
während das allgemeine Glied der mien Differenz: Reihe, nach 
x conſtant ift, alle Glieder der mim Differenz: Reihe demnach 
einander und dieſer Conſtante gleich find, und die (m-+1)%, 
(m-+9M, etc. ete. Differenz: Reihe lauter Nullen zu Gliedern 
bat. — Die Ur: Reihe alio, deren allgemeines Glied eine ganze 
Sunftion f, vom mtr Grade ift, iſt allemal eine arithmetiſ che 
Reihe der mien Ordnung ($. 93.). 

3) Der einfachſte hierher gehörige Fall iſt der, wo das 
allgemeine Glied der Ur⸗Reihe = x" iſt, mp alſo die Glieder 
der Ur⸗Reihe ſelbſt 


+, @tqb°% G+tq+Db" @+(4+9b"; 


x 3)h)”, etc. eto. 
116. (<+(q+ w ete. etc. 
Hierher gehört auch die Reihe .. 
am 3 gm gu, Am, 59, etc, etc, 
fo daß auf fie alles angewandt werden kann, was $. 93, von den aichmet 
tiſchen Reihen höherer Ordnung gelehrt worden if. 


| $. 102, M 
Verſtchen wir in den Formeln des $. 91.) unter ber Reihe 
Urrfly, Urt Ürts, etc. 
jet die Reihe i | 
h, Si+h3 —XX Fipan- etc. eto.; 
ſo Zu | 


Au, == AR, aue —aëf,, etc. etc; Au I 


*) Die mien Potenzen der Glieder einer arithmetifchen Reihe ber nten 
Ordnung iſt nach N. 2.) allemal eine arithmetiſche Reihe der mnten Ord⸗ 
nung. Alſo bilden die mien Potenzen der Glieder einer grithmetiſchen Reihe 
der erſten Ordnung, allemal eine arithmetiſche Reihe der m-1 d. h. der 
mten Ordnung. — Dies ſagt auch N. 3.). 
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ab die Sleithungen L II. und IE.) des $. 91.) gehen nun 
über in 


fra = —= (14-3) 2 = S[m- %] 
b. b. 


Tran = pn, An, 2, n,- aM, 4.. En 
= SL N ne heran] | 
d. h. 


= — —E— 


+m-1° Sn. ſ.) | 


wodei man nicht Überfehen mag, daß %=1, m1=R uf J 
iſt, ferner 
kn = 861. BON x—ah] 
m. {0 9 
mh — Ak -Fn. A . ABRREEE ‚VOy" ) AHENEE BERR 

+05 ars FR Aha 

Und der Ga $. 88. N. 6.) nimmt für unfere gegentoärtige 

Reihe folgende Form an, nämlich 

IV. KH trat kr tr tra = Mrpan —:h, 

fobald man nur unter 2, eine Funktion verfteht, welche ber 

Gleichung Sn 2 ⸗ f, genügt, während A,yn und ran 

das bedeuten, was aus 2% hervorgeht, wenn man bezüglich 

x-h und x—+nh ſtatt x ſchreibt *). 

Anmerkung. I Enthält f. den Ausdruck h noch nicht 
felbft, fo Fan man in porliegender Formel II.) die einzelnen 
Glieder zur Nechten mittelft des Taylor'ſchen Lehrfages in Rei 
hen verwandeln, welche nach ganzen Potenzen von h. fortlaufen, 
und fo verwandelt fich zulegt A’ felbft in eine folche Reihe, 
deren Koefficienten noch überdied ein fehr hübſches Geſetz befok 


*) Kann man alfo aus F, finden =f,, fo kann man die Summe der 
n Glieder der Reihe 
+ anti; statt" 
fogleich angeben. 


sn A tn ul nn en — —— — mm 
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ven. Da nämlich bie Zaylorfche Reihe genau biefelben Koef⸗ 
icienten hat, als die in den. Elementen mit -e* bezeichnete Reihe 
die natürliche Potenz), fo werden die Koefficienten der gedachten 
Reihe genau biefelben, welche. man erhält, wenn bie unter 
e* — 1 vorgeftellte Reihe zur nien Potenz erhoben wird. Man 
fieht daher das Endrefultat fymbolifch auch fo ausgedrückt: 
1) — (er 1T,, 

indem man flatt ed" —1, die nach Potengen von d-h entwik⸗ 
kelte Reihe geſetzt, dieſe mit mn potenzirt ſich denkt, fo daB eine 
neue nach Potenzen von d-h geordnete Reihe hervorgeht, dam 
aber in jedem mit 8°.h* Behafteten Gliede Die Type 5 noch 
jtoifchen 8° und h? fchreibt, fo dag 8°-h* in 3°, .h° übergeht. 

Diefe Gleichung 1.) ift aber keine andere als die Gleichung 
des $. 100, N. 4. c.), wenn n flatt m gefeßt wird, und welche 
dort nur angedeutet, bier aber volftändig gefunden iſt. Bei 
diefer Gelegenheit (da arf, nach Potenzen von. h geordnet, mit 
einem Gliede beginnt, welches bereitS den Faktor h’ enthält) 
erfährt man auch noch, daß die Koefficienten aller vorhergehen⸗ 
den Potenzen von h, welche fich bei der Direften Entwicklung. 
aus $. 102, II.) ergeben, der Null gleich feyn müffen, Dadurch 
bekommt man die merfiwürdigen Gleichungen 

an (n—1)"+n,- (a 2)" —n,.0—3)° 
+n-1 1” — Ö, 

fo oft m<n iſt; derfelbe Ausdruck zur Linken zeigt ſich aber 
=n!, fo oft m=n genommen wird, 

I. Hat man aber auf diefe Weife die nie Differenz 4, 
in bie Ableitungen 8'%,, O't'f,, A"t°F,, ete. etc., ausgedrückt, fo 
kann man u eeſuchen, jede nie Ableitung d'f, in die Diffe⸗ 
renzen aef,, AT, eic. etc. auszudrücken. Dies geſchieht am 
einfachften, wenn man form einmal mittelft des Taplorfchen 
Lehrſatzes nach Potenzen von h entwickelt, dann aber. auch 
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f. 2 mittelſt der Gleichung I.) in die Differenzen af,, A’, 
APf,, etc. eto. ausdrückt, und dann beide Ausdrücke dadurch 
mit einander vergleicht, daß man beide nach Potenzen von m 
ordnet, und zuleßf bie Koefficienten her einzelnen Potenzen von 
m einander gleich fett. Man erhält dann ſymboliſch dargeſtellt 
9 8, .h = [Log +-a)]%, 

wo rechts flatt Zog(1-F4) zuerſt A—3a°-4-44° — etc. etc, 
geſetzt, dann folche Reihe zur nien Potenz erhoben, und wieder 
nach Aa geordnet wird, und wo man zuletzt an jedes Glieh 
(hinter A°) noch f, hinzufügt. 

Diefeg Reſultat gilt jedpch, genau genommen, nur, wenn 
fz eine ganze Funktion von x iſt, oder höchftens noch wenn f, 
eine nach ganzen Potenzen von x fortlaufende Reihe iſt, und 
im legtern Fall nur noch mit manchen Beſchränkungen. Mit 
Fönnen ung in gegentwärtiger Schrift jedoch auf dieſe Unterſu⸗ 
chungen gar nicht einlaffen, und begnügen uns daher mit die 
fen Andeutungen. 


Zweite Abtheilung. 
Dom endlichen Differenziiren und vom endlichen Integriren einer Funktion I, 
$. 108. 


Bon den endlichen Differenzen und Summen kann man 
fich aber noch folgende Gefeße bemerken: 

1) Die (+1 Differeng ar einer Sunftion & if 
allemal die erfte Differenz der Funktion aff. — Danach find 
die Differenzen af, a’f, etc. etc. aus einander zu beftimmen, 
wenn man nicht fogleich auf einmal die nf Differenz Ak finden 
kann oder will. Die Beftimmung der Differenzen wird aber auch 
das (endliche) Differenziiren der Funktion f, genannt, 

2) Sind zwei Funktionen ſ. und, für jeden Werth von 
x einander gleich (alſo einander identifch), To find auch ihre 
Differenzen ab und arb,, desgleichen AL, und a42p,, etc. elc. 
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bezüglich einander gleich, d. h. identiſch. — Jede Funktion f, 
hat alfo eine einzige Differenz Af,. 

3) Dagegen ift 6, ein vieldentiges Zeichen, welches zus 
nãchſt jede beſtimmte Funktion q. ausdrückt, welche die Eigen⸗ 
ſchaft hat, daß 

4, d. h. Sana —mh - 
twird, — dann aber auch die Summe p,+-C, vorftellt, wenn 
C, entweder von x gänzlich unabhängig (eine abfolute Eon 
ftante nach x) ober doch eine folche Funktion von x (£ 2. 
sin, cos", eto. etc. etc) iſt, welche für <=x+-h 
denfelben Werth annimmt, teie für x — x, und welche man 
deshalb eine periodifche Conſtante nennen kann. — Gind 
daher zwei Funktionen f, und %, für jeden Werth von x eine 
ander gleich, fo find ihre Summen 3, und Zyp, entweder auch 
einander gleich, oder um eine Abfolute oder periodifche 
Conſtante C von einander verfchieden. — Das Auffinden 
einer folchen Funktion p, nennt man aber auch dag Endlich e) 
Integriren der Funktion f,. 

4) Findet man daher das beſondere endliche Inte⸗ 
gral p, von f., fo muß man immer noch eine ſolche will⸗ 
Führliche periodifche oder abfolute Eonftante C addiren, wenn 
. 40 das allgemeine endlihe Integral von f 
ſeyn fol. 

5) Bejei — 2 hexrüalich dure 
ezeichnet man sız L Und cos h bezüglich burch 


s und c, fo iſt jede beliebige Funktion p,. von s und e eine 
ſolche periodifche Conſtante. — Auch kann mar jebe ab: 
ſolute Eönftante (nach x) mit zu ben periobifchen Conſtan⸗ 
ten (nach x) zählen. 

6) Jedenfalls iſt allenal 
kin aa) =; 


24h) —=64t-C;; 
wo C, eine folche willkührliche periddiſche Conſtante ver 
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104. 
Algemeine @efege des endlichen Differenzlicene und Integrirens. 
Zur Aufſindung der einzelnen endlichen Differenzen und Sn: 
tegrale kann man fich nachfiehender allgemeinen Geſetze bedienen. 
Stellen nämlich C,, C/, etc. etc. irgend beliebige peric- 
diſche oder abfolnte Eonftanten (nach x) vor, fo findet fich 
L. ı,=0 mb 1) 20=C,; 
1. sh md 2) u, — OC. 2. 
wenn unter 26, zur Linken das allgemeine integral, Dagegen 
unter 2f, zur Rechten irgend ein bei onderes Integral gedacht 


wird. — Ferner 
IH. Ad EP) = Ad Apr 
und 
3) up) = a2 +6; 
IV. A(O, · p.) = C,H 
und 
4) ⁊. ꝙp,) — C,.29,+ C,; 


V. Aꝙ· ) — Derndp + PA, = Pan Ab Frhr AR, 
— V, Ap, 9, · Alp. Ap,. Ay, 
und 
5) Z(Px Km re 2, — (49° ,) + C., 
wenn nur Zu, irgend ein beſonderes endliches Integral und 
Zprn das vorſtellt, was aus dieſem Zu, wird, wenn man 
x-h flatt x feßt. 


Serner ift 
VL fr) = [af PAp 
und 
6) 2(f24p) —= [Ahr ; 


wenn zur Nechten unter 

[Af)e+p und (SCH) a+p 
das verftanden wird, was bezüglich aus af, und 2f, hervorgeht, 
wenn zulegt x--p flatt x gefegt wird. 
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Die Diferengen»Sormein 1.—V.) fallen von felbft in die Augen, ſobalb 
man AF,—F,,n—F, nimmt. So if 3. ©. nad) dieſem Schema 
| Ap, )* = 94 Pr" 95 de 
Nun iſt aber no, FAp, und tan, ſubſtituirt man 
daher dieſe Werthe ſtatt p,., und — ſo ergiebt ſich augenbleclich 
die V.) 
Was die VI.) bettiſt, ſo iſt 


Ab) = —XX — Sp 


A)ehn —h 
Setzt man aber in letzterer Gleichung hp ſtatt x, fo geht zur Rechten 
das hervor, was ur Rechten der erſtern Gleichung ſchon ſteht. 

Die Summen⸗Formeln 1.5.) find aber aus dieſen Differenzen⸗For⸗ 
meln, durch Umkehrung diefer letztern, gebildet. — Don der Nichtigkeit ders 
felben kann man ſich auch dadurch Überzeugen, daß man von den Ausdrücken 
zur Rechten die Differenzen nimmt und ſich überzeugt, daß diefe die links 
unter dem x befindlichen Funktionen wieder geben. 


$. 105. | . 


Als Differenzen und Sintegrale einiger der einfachften Funk 
tionen heben wir noch hervor: 


1) )=h, ale M=I+C; 


amd 


) va) —=arfa—1), alſo Ka) a 
3) Aa) at. Wh 


m tt 


während 20, = C,-21) = 0-7 genommen werden Fam; 
4) a‘ 

und 2 Oz mtr G 20 wre | 
5) —8 Ge—1). 


0 
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und — * et 1 (0.2) +0, BERNER 


(a — 
++ HE, 

wenn nur U,, Ch, Cl, et. etc GC, und OD laue 
periodiſche oder abſolute, jedesmal aber willkührliche Conſtanten 
ſind. — Ferner iſt noch | 
6) aa) = m, x" hm, -x""°.b2:-m,.x""°.hst.., 
wo m,, m,, m,, etc. etc. Binomial- Koefficienten find, und 
wo die Reihe zur Nechten eine unendliche ift, fo oft m Feine 
pofitive ganze Zahl iſt, dagegen mit bem Gliede h* abbricht, 
fo oft m eine pofitive ganze Zahl wirklich ift. 

Das integral 2") findet fich bägtgen nicht fo leicht, 
wie wir weiter unten fehen werden. 

Anmerkung. Entwickelt man A2(x”) nach (fieigenden) 
Potengen von h, fo fängt die Reihe. (nach $. 100.) mit 


8°(x”),.h? d. h. mit mi." dp? an. Eben fo fangen | 


die nach (fleigenden) Potenzen von h geordneten Neihen für 
4°(&"), ax”) etc. etc. bezüglich mit den Gliedern 


genden) Potenzen voii Fi geordnete Reihe, welche A”Cx") auf 


drückt, fängt alfo mit dein Glide mlt.gmmpm 5, h. mi | 


dem Gliede m!h” an. 
$. 106, 
| Unter den öfter vorkommenden Differenzen, welche fich auch 
leicht finden laffen, heben wir noch heraus: 
A) Iſt m eine poſitive ober negative ganze Zahl oder 

Null, fo ift: 

1) aa) = mh: 4b", 
‚alſo AK =maH1; 
2) Aa) — mi «h’. (+ Zhjm=alk, ik 

N 





Pr 
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alfo —X J — mi-1.- x at, 
3) x x” m’! .h°. .(X 4 Zhyrih 
alſo Ara“ 1m mi RN; 


und allgemein 

(©). . N ex” bı—m ni—1 .h®. ah N, 
alfo A} n(yall) — — m’!-1 .(X +n —J 
wenn nur nm poſitiv ganz if. 


B. Iſt abermals m eine poſitive oder negative ganze Zahl 
oder Null, fo iſt noch « 


1): ua) — —m-h-x m-1l-h 
alſo A en I) — —ın-xX geil-1, 

2) . SR) — m a-1 .h?.: —8 
alſo Al) — nit „zei, 

3). Ne: Ih, — mꝰl-1. 3, gmm3l-b 
alfo A, =l-1) — mai-1 „malt, 
und allgemein 

(@) ... Ä (x al-h) _ — mı-1 bh". yunnl-h 
alfo u —R )— mi, ie 


wenn n poftio gang vorausgefegt wird *). 
C. Deshalb findet man auch noch, wenn. man die Diffe 
venzen der Binomial- Koefficienten auffucht, folgendes: 


AH) )=) . alfo = 
BON re 
MA BIC HERE Zu 


und allgemeiner 





*) Die Formel B.1.) geht auch aus der Sormel A.1.) hervor, wenn 
Man in letzterer —h fatt h fchreibt, zur Rechten aber noch x--h flatt x 
fest, und das: Sanze noch mit dem (—) Zeichen verfieht, oder mit dem 
entgegengefetsten Zeichen nimmt. 

Bd. II, 2» 
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a) ar ann 


too aber m und n zugleich poſitiv ganz vorausgeſetzt find. 


$. 107. 
Kehrt man die Formeln bed $. 106.) um, fo ergiebt ſich 
noch folgendes: 


A. ft m eine pofitive oder eine negative ganze Zahl oder 
Null, fo if: 






— — till 

1) zu BT, alſo * Dan 

| un (x het ar _ Rt 
2), 2a) — Kos u alfo 2x —— 

— 3h)® _ 

und allgemein Ä 
dh (x—n.hy"tr!b ah ( ne 

9) SE) per alle 2a er, 


B. Und ift m tiederum eine pofitive oder eine negative 
ganze Zahl oder Nul, fo ift noch 


m+1l—-h m+1I—1 
1) ah) — » de et; 
(m+-1)-h a m--1’ 
Q ' al yu+2I-h ſ A =, 
) ZUR 2 JRR SUR OERTE VER a- 
(mp2. (m9) 
3 —E— zetr3l-h r 14 zeral-t 
Kt) = nn, alfo 3) = — 
„ER )= (m 3-1, n3 alle PK") = (m 43,77 
und allgemein 
__m+nI—h 
Ve æx·— — 
(m--n)"-h” 
gutnl—1 


alſo ar 


(m 4m)! J 
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C. Und für die Binomial- Koefficienten wenn unter m 
entweder Null oder eine poſitive ganze Zahl verfianden wird: 


1) (($) ) = &),,, ap = (Ku) = Kal} 


3 »((&) I af 2 = Kur; 


und allgemein 


()--- »“ ).) (= ur alſo 2, (Xu) — Kap 


Zu allen Diefen endlichen Sintegralen müffen aber zur Rech⸗ 
ten noch die Glieder Hinzugefügt werden, welche dadurch entfies 
ben, daß bei jeder neuen Integration eine neue willkührliche 
periodifche Conſtante noch hinzutritt. Diefe Glieder find in ben 
Formeln 2.—5. des $. 105.) zu fehen, und werben für 2, 
diefe, nämlich | 

6 THE! 2x) C,H. nt. 
| +, 
wo C,, C,, C,t,.. CD eben fo viele witüheliche perio- 
bifche oder —8 Conſtanten vorſtellen. 


$. 108. | 
Für die trigonometriſchen Funktionen findet man 
F 1) Alsın x) = Isın ih. :cos (x--}h); 
9) Acosx)=—2sinzh-sin(x-+-zh); 


und nimmt man hiervon wiedet bie Differenzen, ſo findet ı man 
bad 


8" (sin 2: — +%°.(sin ıh)® + sin n(x-Fn-h); 
—* x) = +2"r (sin M)vfT. cos 61)h); 
ſo wie | 
A (cos x) = +2” (sin 4h)”".cos (x-H-nlı); 
TR x)= Fr .(sin 4h)”"t!. sin (x-H(n-+-Hb); 
| > Ä 25 * 
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‚wo man bie obern ( oder —) Zeichen nehmen muß, wenn 
n eine gerade Zahl, bie untern dagegen, wenn n ungerade IR”). 
Kehrt man aber auch dieſe Formeln um, fo findet fich noch 

eben fo leicht: 
3) Z(cos x) — 


sin(x—$h). 


2sinth h - 
4) :(sınz) = 9 3b). 
und allgemeiner | 
| 2*co sx)— 4. 08 (x—n-h). | | 
m * 2°. (sin 4h)” | 


22+1 — sin (x nee 
„sim Kon. h). 
+ Yu. (sin 3h)® ° 


— cos (x&—(n+32): h), 
* gti, (sin ahj"t! ” 


2” (sin x) = 
IV. 


zutlesin x) = 


wo die obern + oder — Zeichen genommen werden müflen, 
wenn m eine gerade Zahl iſt, die untern aber, wenn m um 
gerade gedacht wird. 


Anmerkung Weil aus En—h=pn auch, ſobald, 
x-a ſtatt x geſetzt wird, Grat — fra = Pıta hervorgeht, 
fo folgt, dag, wenn Af. S ꝙp, iſt, dann auch Alkk+.) = Prrı 

44 ſeyn müfle. Deshalb gelten alle vorfiehenden Kor 
meln der Differenzen noch, wenn man ftatt Funktionen von x, 


) Legendre hat auch noch die Relation 
ANsin x) = —(2sinh)?.[A"" (sin x)-+ A" "(sin x)] 
hingeftellt. Sie läßt fich leicht bemeifen; auch dadurch leicht finden, dab 
man AHsinx) und a9tllsinx) der Form nach, aber mit unbeftimmten 
Koefficienten annimmt und dann die Vergleichung anftelt. Doc muß der 
Beweis, oder die Auffuchung zweimal durchgeführt werden; einmal für den 


all, daß n eine gerade Zahl, und dann noch für den andern Gall, daß n 
ungerade if. 
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Sunktionen von x-ta nimmt, während a felbft noch h ent 
halten kann. 

$. 109, 


Aufgabe, 


Man foll die Summe >(x”) finden unter der Voraus: 
fegung, daß m eine pofitive ganze Zahl iſt. 
Auflöfung A. Man bat (nach $. 105. N. 6.) 


a) =rxih-thr,x r—2 b’-r, in, h’-t... 


+r.x-h-h'. 
Nimmt man nun bier links und rechts die Summe (das end» 
liche integral nach x), fo erhält man, wenn noch überdies m 
ſtatt r— 1 gefeßt wird, ohne viele weitere Rechnung 


m zur! mi 
(O)» 2(x )= rn am bh. +2(x ) 


Ham 2 eh] 


B. Diefe Formel giebt nun, wenn nach und nach O, 1, 
2, 3, 4, etc. etc. ſtatt m gefegt wird, 


)» 29-7 dh M=r 

2) J Wer 

3) 2@°)= en 2x’ 4 — R; | 

4) = +98 h; 

5 26* J— hs; 

9 ri ach; 
uf. w. f 


C. Um aber das Gefeß beffer zu überfehen, nach welchem 
fich diefe Zahlen: Koefficienten richten, fo fege man 
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| 1) &Y)=A-s"fLB,.x"+B, TB," 
+B,x"" +, 
nehme links und rechts die Differenzen, fo daß man erhält 
2) =" = A(m-H1):x".h+-fAm-H1),- *7 "+ | Ami)’ „u! 
Bon, h -+Bow;-h, 
| +Bxm1);ch 
+[Am-H1)..h*+Bom,-h’+-B,(m— 1),.h?+-B.(m— 2), hj.x" 
-r etc. ek, 
Hieraus folgt 
==: Aım-+1)h; 
während jeder der übrigen Koefficienten (von x"1, x", x"?, 
etc. etc.) zur Rechten, der Null gleich if. Aus biefen Glei⸗ 
‚ chungen ergiebt fich nun 
1 
A= (m--1)-h’ 
und jeder der folgenden Koefficienten B,, B., B,, etc. ete. 
durch Die vorhergehenden ausgedrückt, nach einem in Die Augen | 


fallenden Gefeße. Berechnet man Danach bie erſten 12 Koeffi⸗ 
cienten, ſo erhält man zuletzt 


„er! a, 1 me 
3) = (m-+1)h — 3X taz zmh:x i | 
l n— 1 n- 
— 5m. h"-x rer 5 


3 q 7 ge—7 8 _m-9 
, 40-9 sm;h- nn 11 "7myh- 


61 5 m 35 
— 210. 13 'ızm,,° hu. x HL 2.15 ‘17M,, 


Kahn _ 3617 , — 


30.17 75" Mıs” 
43867 In 
+ 75.79 Tem. h”»x 17 
_ 1222277 


10.37 70m ht." etc. etc. 
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Diefe Reihe bricht für jeden befondern Werth von m, welcher 
der gemachten DBorausfegung zufolge eine pofitive ganze Zahl 
feyn muß, von felber ab, fo daß nie eine negative Potenz von 
x erſcheint. 

D. Dieſe Formel 3.) befolgt ein in die Augen fallendes 
Geſetz, ſobald man auf die Zahlen-Koefficienten nicht Nückficht 
nimmt. Bezeichnet man diefe Zahlen: KRoefficienten, deren Ge 
feg noch nicht einleuchtet, durch Br Bar Bar Br, etc. etc, 
fo kann man biefe Formel 3,) auch fo fehreiben, nämlich 

n—1 


= „url m h 
(9 (x Ian +3: rt 
dm +8, mer „u 
dm TB. m. —* 


und man nennt die Koefficienten B,, Bar * 3, B,, etc. 
ete. die Bernoulli’fchen Zahlen *). | 
Unm das Gefeg zu erhalten, nach welchen dieſe Koefficien 
ten ſich richten, hat Moivre dieſe Summe 2(x") zwiſchen den 
Srenzen x und x--h genommen 2 und dann O ſtatt x geſetzt. 
Da nämlich 
[a], 4 2x") = (2x) = x" 

iſt; da es ferner einerlei ift, ob man x-H-h flatt x und dann 
x=0, oder lieber fogleih O--h d. 5. h flat x fegt; und 
weil endlich die Glieder rechts Cin a.) für x50 verſchwin⸗ 
den, fo erhält man auf Diefem Wege, nachdem durch h" noch 
wegdividirt worden, bie Gleichung: 

*) Jacob Bernsoulli iſt auf dieſe Zahlen zuerſt geftoßen, indem fie 


den Koefficienten des leiten Gliedes bilden in dem Ausdrucke, welcher bie 
Summe der unendlichen Reihe 


1 1 1 1 1 F 
sl =| oder 145 4 ** 4 * 4 mt ... in inf, 
liefert. 
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1 
(N. I=7T1 —47+ 37m, 3, —4m,d,-}+4m, 2, 
— zIm,B, ete. etc. 


Und ſetzt man bier nach und⸗nach 2, A, 6, 8, etc. etc 
fiatt m, fo erhält man zur Beftimmung der Bernoulllſche 
Zahlen, die Gleichungen: 

1) 04- ——B.; 
2) 0=3—4+34d, -B.; 
3) 0=+—4+408, —40, dB; 5 
4) 0=3—4+3859d, —r3d+38,-Bd — B.; 
9) 0=4—+7r710.8, — 3 10, B. 45 10.B. 
-410, dB, FB; 
u. ſ. w. f. 


Berechnet man danach dieſe Bernoulli'ſchen Zahlen, ſo 
erhält man 
3, = 0,1666666666666 
3, — 0,0333333333333 
B, — 0,0238095233095 
B, = 0033333333333 
DB, = 0,0757575737575 
3, — 0,%531135531135 
Bis = 1,1666666666666 
D,, = 7,0921568627451 
n. f. m. f. 


Die erfien 15 diefer Bernonlli’fchen Sahlen findet man von Euler 
berechnet. Die nächften 10 Calfo big zur 2öten inklufive) hat Rothe be 
rechnet und in der Sallenfer allgemeinen Litteratur-Zeitung März 1817. 
Nro. 63. mitgetheilt. — Später hat Rothe noch die folgenden 6 berechnet 
Calfo bis zur Iiten inkl.), welche wir im Manuferipte vor uns Liegen haben, 
und welche wir, einem erhaltenen Auftrage gemäß, der Redaktion des Crelle⸗ 
fhen Journals für Mathematik zur Bekanntmachung sufenden werden. 


$. 110. 
Iſt aber die Aufgabe des $. 109.) gelöft, fo kann man 


die Summe (das endliche Integral) von jeder ganzen Funktion 
von x finden, weil man hat | 
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z(A:x"--B-xP--C-2? +.) = A-ax9) Ba) 
+O.2@N+ 
Dieſelbe läßt ſich aber auch genau fo finden, wie im vor 


hergehenden $. 109.) die Summe x") gefunden worden ift. 
Man nimmt nämlich 


AKA IA ISA HELD 
+B, x""+-B, 2"? + etc. etc, 

an, nimmt links und rechts die Differenzen, und vergleicht dann 

auf jeder Seite die gleichnamigen Glieder mit einander, und 

man wird die Gleichungen haben, aus denen fich die unbeftimm- 
ten Kosfficienten A und B,, B,, B,, etc. ete. finden laſſen. 


4. 111. 


Zur Auffindung der Summen (der endlichen Integrale) von 
gebrochenen algebraifchen rationalen Funktionen von x, bet 
man außer den Formeln A. B. des $. 107.), wenn m negativ 
gedacht wird, faſt gar nichts. Man pflegt getwöhnlich noch 
die Formel 


—) SHE x+3 . 


umzukehren, fo daß man 


So (A) 
ober Grete 


erhält. Hernach zerlegt man die gebrochene Funktion, deren 
Summe gefunden werden fol, in Parzialbrüche, und fucht letz⸗ 


tere paarweiſe fo zu ordnen, Daß allemal die Summe (das In⸗ 


tegral) eines Paares nach der Sormel 2.) gefunden werden Eann; 


3x-+-2h 
Soll i BD. (em) gefunden werden, fo zerlegt man 


mnüůãchſt den gegebenen Bruch in fin Part: Brüche, fo bob man erhält 
1 2 


F 


3x-+2h 
1) xx thi&tab) = v x *4 —7 — 
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-r = 4 
PA rn 55 £ 
er] ]/ 
_ı a8? 

20 ht ian 
3) 0 4:7 8 wi 
20 17 

20-4 ; _ 1 34% 
u. ſ. w. f. En) 

412. 

erhält man Summen (8. 5. die endlichen J 





"pe Summen von einigen befonderen Formen t 
A nen. 
4% Kan findet die Summe 
v za (At Ar at Ar? Ast ·. A. x 
r wech bag man folche 
9 ak +KıatKoxrt+Kerteo4Kux 
att, dann von beiden Seiten dieſer Gleichung die Differa 
gimmt, und nun bie gleichnamigen Glieder mit einander 
gleicht. Man findet auf dieſem Wege: 
Ao=—Eota-Kot Krh+ Krb-pe+ Euch”) 
K=—Kt Kt Kb Ks + ok, 
= —Kta KHK h+6Ke + tmKu-h 
A=—Kta(KtiKehh 0 -pmKuch” 
u. ſ. w. fi; zuletzt 
Au=—Kuta'Ka; 
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x Steichungen die unbefiimmten Koefficienten K,, 
‘c. etc. K, fich beftimmen laffen. 





". 2 
_. ur ®  _chtAch)—ad@A,—A,-b—A,h’)+A, 
.d — ans 
. („B— 1)? 
a ⁊ a*. a b(A, —2y,.h)—A, x, A, x 
x er Fr er era 
. WIN man . j 
3(sın x”-cosx") 


finden, unter der Vorausfegung, daß m und n pofltive ganze 
Zahlen find, fo vertwandle man die Sunftion sin x".co® x" 
in eine Reihe von Gliedern von der Form 

Asingg und A-cosgqx 
und nehme dann von jedem einzelnen Gliede das endliche In 
segral, indem man folgende Formeln anwendet, nämlich 


1) 28in pqx) ⸗ a 


2) 2cos (p-+-gx) = nn, h) h),; 
Und ift ein Glied dabei von der Form 
A.cos 0x oder A, 
fo befommt die Summe noch das Glied Ar. 
C. Man bat auch noch‘ verfucht die Summen 
ZAxPf.sınx) und :(xP.cosx) 
zu finden, unter der Vorausfeßung, daß x! eine gegebene Funk - 
tion von x iſt, deren zu der Differenz h von x gehörige Diffe - 
renz A(x) durch h’ begeichnet feyn mag. — Das Verfahren 
Dabei ift daflelbe, wie das vorher beobachtete. Man geht näm⸗ 
lich von einer dazu geeigneten Differenz aus, oder von zweien, 
findet aus ben Gleichungen die Ausdrücke x®-sinx und 
zP.coss, und nimmt dann von diefen neuen Gleichungen 
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Man hat num nach der Bormel (9) | 
3 at 
und . 
2 GH) + 
alſo 
4) (+3)=:(z) + tar 


Man erhält daher, wenn man von 1.) Links und rechts die Summen nimm, 
1 1 . 

dann aber rechts flatt 2 xTh und = sth ihre Werthe aus 3. und 4.) 

ſubſtituirt, 





sat _ __ 21 11 _ 1 3242 
— it Ix dach) 
112. | 


itebergehen wir die Summen (d. h. die enblichen Inte | 
grale)- der irrationalen algebraifchen Funktionen, über welche 
man methodifch wenig oder nichts fagen kann, und fuchen wir 
bloß noch die Summen von einigen befonderen Formen trans « 
fcendenter Funktionen. 

A. Man findet die Summe 


1) aA, +Ar at AR? Are AnıK”)) 
dadurch, dag man folche 

2) =aKo+Kıxt+Kox+Kr2’ + +Kur2”) 
fegt, dann von beiden Seiten diefer Gleichung die Differenzen 
nimmt, und nun die gleichnamigen Glieder mit einander ver | 
gleicht. Man findet auf dieſem Wege: 
A=—Kıta'-(K+ K.h+ Kb’. +Kuh") | 
A, =—K,+ta"(K+2K-h-+3K,;h?-+-.---mK,-h""') | 
A, = —K,-+a"-(K,+3K,h-++6K. bh’ +m;K.-h"") 
A,=—K,tab-(K-+4K-h+ + -+mK..h"") 
u. f. w. f.; zuletzt 
An—=—Kuta'K,; 
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aus welchen Gleichungen die unbeftimmten Roefficienten K, 
K,, K., K,, etc. etc. K, fich beftimmen laſſen. 
So findet man 
x(aX(Ao+A,x+-A,x?)) 
a8, ad (A,—A,.h+A,.h?2)—at(@A,—A,.b—A,-h?)--A, 





. (?—1)° 
A, —- MA, bd—A, A, 
+ ar. Zr ver ae . ta. 


B Wil man . 
BCin x”.cos x") 
finden, u unter der Vorausfegung, daß m und n pofltive gange 
- Zahlen find, fo verwandle man die Funktion sin x".co‘ x" 
in eine Reihe von Gliedern von der Form 
A-sing und A ˖cos qx | 
und nehme dann von jedem einzelnen Gliede das endliche In⸗ 
tegral, indem man folgende Formeln anwendet, nämlich | 
ao SPIR-:gb). 
1) sin (p-+-q%) = Kirn ) 
J _ saptg—rg:b), 
2). 2Zcos(p-g)= drin ich) > 
Und ift ein Glied dabei von der Form 
A.cos 0x oder A, 


fo bekommt die Summe noch das Glied Ar. 


C. Man hat auch noch verfucht die Summen 

ıxP.sinx) und 26. cos x) 
zu finden, unter der Vorausſetzung, daß x! eine gegebene Bunt 
tion von x iſt, deren zu ber Differenz h von x gehörige Diffe⸗ 
renz A(x) durch h’ begeichnet fenn mag. — Das Verfahren | 
dabei ift daflelbe, wie das vorher beobachtete. Mean geht näm⸗ 
lich von einer dazu geeigneten Differenz aus, oder von zweien, 
findet aus den Gleichungen die Ausdrücke xP-.sinx und 
zP.coss, und nimmt dann von biefen neuen Gleichungen 
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wieder die Summe, in der Hoffnung dadurch Reduktionsformelu 
zu befommen, wie dies im $. 109.) der Sal geweſen ift, wo 
Z(x”) in 2"), 2"), 2x"), etc. etc. ausgedrũckt ſich 
gezeigt hat. 

Die Durchführung der Rechnung iſt folgende: 

Es ift, wenn man die Differenzen nach x nimmt, d. h. 
flott jedes x jegt x--h, und deshalb flaft x! jet x-Pax 
d.h. x’-+-hi fchreibt, und die Funktion im alten Zuftande 
von ihr im neuen Zuſtande fubtrahirt, 

1) A((&'—hiP.cos («—$h)) = x®.cos (x+}h) 
(x! hNP.cos (<—}h) = (p, «x ".hi—p, x ".hi 
Apr" — ...).c0s (&— 4h)--x®-[cos(x--4h) 
—cos(x—}h)] 

9) sa —hNP sin &x — Ih)) = x. sin (<4-$h) 
— (x! sin (<— 3b) = (p,-x® "hip, hr 
pP. hP—..)- sin (<— 41h) + xP. [sin (x-4-4b) 
— sin (x—4h)]. 

Findet man nun aus diefen Öleichungen 1.) und 2), nady 
dem man vorher die Differenzen der Kofinus und der Sinus 
in Produkte verwandelt hat, fo dag xP«ısinx und xP.cosx 
darin erfeheinen, Die Werthe diefer Iegtern, und nimmt man 
dann von diefen neuen Gleichungen links und rechts die Sum 
men nach x,‘ fo erhält man, wenn zu gleicher Zeit h! db. h. 
ax! nach x conflant gedacht wird, 

(x! —hNF.cos (x—-}h) + 1 





P.st — — 
3) 26. Sin x) 2sin Ih 2sin gl 
3 {P ‚ht. 2(&P"'.cos (x—4h)) —p.-h’. 2x ”°.cos (x—4h) 
p 3 „h’.zxiP”°. cos (x — 4h)— etc. etc. 
FREE (x —hNP.sın (x—yh) 4 
4) 2(x cos x) — 258in 4h 25in b 


x peh-3x®"".sin (&— 4h)— ph’ 2x" "sin (<—4h)) 
| ph’. 2x. sin (x—4h)— eic. etc. 








| 


d 
\ 
3 
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Dies find die gefuchten Neduktiond- Formeln ). — Setzt 
man in ihnen nach und nach 1, 2, 3, 4, 5, etc. etc. flatt p, 
fo erhält man die verlangten Summen aus einander. 
Namentlich findet fih für. p=1, mens man zugleich 
die Sormeln B. 1. und 2.) zu Hülfe nimmt, 
(«!—hN.cos (x—4h) , h’-sin (x— ih 
5) S(x!.sın x) 7 n ıh = + un 3 
und | | 
__ @l—hN).sın(x—4h) , h’-cos («—}h) 
6) 2x-cosr) = 2sın zh + 2(sın 4h)?® 
Weil aber h/ nad) x eonftan gedacht worden, fo folgt aug 


—h 
fogleich, wenn man die —* nach x nimmt, 
7) —A * 0 


wo C, entweder eine abſolute, oder doch eine periodiſche Con⸗ 
ſtante ift. 

Die Formeln 3. —6) gelten alfo nur dann, wenn 
x! feine andere Sunktion von x, als nur von ber 
Sorm 7.), d. 5. von der Form 

xi—=a.x4C, 

ift, wo a eine abfolute Eonftante (nach. x), C, aber entweder 
eine abfolute oder doch eine periodifche Conſtante ift. 

Namentlich find alfo durch die Formeln 5.) und 6) die - 
Summen 

3((ax-Hb)"-sin x) und - %((ax--b)’.cosx) 
zu finden, indem man in jene 
| xi=ax+b und deehalb ud hi=a-h, 
ſetzt. 


H Dächte man h’ nicht nach x eonſtant, fo müßten in dieſen Formeln 
die Potenzen von h/, welche jet außerhalb der Summen Zeichen gefegt 
find, unter dem 3 Zeichen gefest werden; und dann wären die Sormeln 3.) 
und 4.) Feine Reduktions⸗Formeln mehr. 


A⸗ Sika Mais J.Ach Se IE € iii. 
&. 113. 
Bin, Biken Bertscher, kir Emmen für eiugeier befuhr 


Serrits u $ 161 3% 5) Beben wie afunlben 

D zP,-0Q9=Q2-2P IR - Por) 
zub bie Iumenkung Eicier Ferici meuut man bie theilweil: 
augen Babe mn zum auf kr Cmmmme im zei |- 
Sliche rechts kichibe Ferm wutaum au um fabliikuirt man 
ben daburch für 21:0,-P,:...) chalteven Auftrnd in ti |. 
1, fo agiche ſich 

2 2P,Q5=-0-P,— D-PP,atXr0Q-2P +2). 
1., aoch einmal an, fo erhält man mach geſchehener Eunbkite 
tion in 2.) 

3 2P.Q)=0-2P,—0-P,4420-2P,rm 

— Z4’Q-2’P,;2) 

Zulett erhält man auf Diefem Wege noch 

(),-  2P,Q)=SI-— 1% 50 — 


| + -YtaArQ.-#rp Ê. 
Dies iſt dir von Taylor in den philosophical transactions 
gegebene Formel. — Condorcet hat fie in feinem Essai sur 
Y'applicaiion de l’Analyse a la probabilit& des decisions p. 
163. dadurch umgeformt, dag er P,, P,n; P.+2> P x+3h) 
etc. etc. als Glieder einer Ur⸗Reihe anfieht, und fie in die 
erfien Glieder ihrer Differenz⸗Reihen ausdrücdt. Nach $. 102. 
1.) bat man nämlich 
4) Pr+m.s = Sm. AP,]. 
c=m 
Setzt man baher hier zuerſt a, um 4414 flatt m, und dann 
den jebesmaligen Werth zur Rechten aus 4.) flatt P,yo.n und 
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ſtatt Pyriuti) in die Formel ©.), fo erhält man nach gehöre 


ger Reduktion, weil FHAP)=rHPp, iſt, 
(On UP WEST —X ?Xbra 


=4, a+r=u 
_ PEN p+i #+1-tp 

+—1) — au 2 PM. 
Condorcet giebt dieſelbe jedoch viel unvollſtändiger als wir 
ſie hier gegeben haben. In allen den Fällen aber, in denen 
rg, —0 wird, alſo fo oft -Q, eine ganze Funktion von 
x ift, vom Fer Grade, verwandelt fich unfer zweites Aggregat 
in 20) d. h. im eine periodifche Conſtante, und das erftere Ag 
gregat enthält dann genau das Geſetz des Condorcet, nämlich 
3(P.Q,) = Qr2P,—4Q(2’P,+-3P,)-+2?Q,-(2°P,+22:P, 
-+2P,)— 40, (2*P,+32°P,+ 32?P,+-2P,)-+ etc, etc. | 

| $. 114. 
Setzt man in der Formel des $. 113.) P,—= a", fo erhält 


man, weil dann 
arteh 


a 


i z't‘p x+eh — 
iſt, ſogleich 
— 


—* 














a 

(a1 
h er - 

HN. ER za), 


Nach diefen Formeln Tann man die Summen finden 
1) von jeder Sunktion von der Sorm 
A-x@+B-x +0. +... 
zılh 
went a, B, v, etc, etc. ganze pofitive Sun und zu gleicher Zeit 
<n—t find; 
3) von amX.(A.x®-B-x?+-C- . ), 
es mag m eine pofttibe oder negative ganze Zahl ſeyn, wenn nur , ß, % 
etc. poſitiv ganz ind ); 


H Die im $. 112, A) gefundene Summe, welche dort bireft gefun⸗ 
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.3) von jeder Funktion von der Term 
sin 2".cos z".(A:x“--B-xP-+C.x+--.) 
wenn m und n pofitiv ganz find, eben fo wie a, B, y, ete. etc.; Inden 


man das Produft sin x"-.cosx” in Sims und Kofinus ber Vielfachen von 
x umformt. 

Und dies iſt ohngefähr alles, was ſich über die Auffindung der Gum 
mien (d. 5, der endlichen Integrale) der Funktionen eines einzigen Bein I. 
derlichen x, im Allgemeinen, lehren läßt. 


$. 115. 

Das Verfahren, deffen wir ung im $. 100.) bedient haben, 
um 2(x”) in eine nach fleigenden Potenzen von h forklaufendt 
Reihe zu verwandeln, kann man zu verallgemeinern trachten, um 
durch daſſelbe allgemein (£,) in eine nach fleisenden Potenjen 
von h geordnete Reihe ummandeln 

A. Man geht nämlich (fo wie dort von x’, weiches nicht 


»iſt) Hier wiederum von einer Funktion 2, aus, welche nic 
bie gegebene f, ift, und hatınun, wegen Az, — 2,41 — Zu vi 
dem Taylor’fchen Lehrfage 


1) 2, =d,.h+d? 1 Bea Een 
Nimmt man bier num wieder links und rechts die Summe ge 
nau wie dort, und feßt man, (analog wie dort x" ſtatt x" 


gefegt worden iſt) Hier 
d,=f, alſo 2. dx, 






ſo erhält man 
2) A) . dx 


[204], 


welche Formel genau analog ift mit der dortigen Sormel $. 109.) 
oo. A. 





den worden iſt, ergiebt fich alfo auch nach der hier für z(P,-Q,) mitge | 
theilten Sormel.. 
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A. ©.) fo daß jene aus dieſer hervorgeht, wenn man hier x" 
mr+i 


x 
ſtatt & fest, wo dann nF 


Of, — mx", 


etc. etc. wird. Ä 

B. Setzt man nun hier,‘ ſtatt wie dort im $. 109. B) . 
weiter fortzufahren, nach und nach öf,, DE, ö°h,, 9° 
ſtatt £,, fo erhält man eine Neihe von Gleichungen, aus denen 
alten in Verbindung mit der. 2.) zuletzt (OF), 2(8°5,), 2(0°£), 
etc. etc. eliminirt werden Fönnen, fd daB man erhält 


3) K)=rfirdxtAsbtA, dch+A,:826ch? | 
FA, cht tern 


C. Will man aber wiederum wie im $. 109. C.), um 
das Geſetz beffer zu überfehen, nach welchen fich die Koefficien- 
zen A, A, A,, A,, etc etc. richten, die Gleichung 3.) mit 
aunbeftimmten Koefficienten annehmen, und nun dieſe Koefficien: 
ten ſelbſt auf anderem Wege zu beftimmen fuchen, fo mwirb man 
bier das Verfahren von dem dort gebrauchten etwas verfchieden 
ftatt finden laffen müſſen. Man wird bier e* ſtatt £ ſetzen, 
fo dag man 


e* | Ä 
=, — er, d. — deß — def, 
e en 








== etc, etc, =: e* 
bat. Die Sa jr geht dadurch über in 
4) (e— = 1 IA HA, h-+A,-h+A, hit 


und dieß Ichrt uns, daß die Koefficienten in ber Formel 3) | 
keine anderen find, als die von Ä 


de)! 8. h. von (ha tartant )” 


wenn folcher Ausdruck nach fleigenden Potenzen von h entwik 
kelt gedacht wird. 
3b. I. | W 


D 
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D. Die Formel 3) kann man daher, wenn man wil 
ſymboliſch ſo ſchreiben 
(0) Kt, 
wenn man nur . (e — dh. 
“93 h? — 
(an-+ 5 51 + 3! rt) 
nach fleigenden Potenzen von Oh enttwickelt fich denkt, dann abe 
in jedem Gliede von der Form A„-8".h" unmittelbar hinkt 
0” den Faktor f, fchreibt, fo daß diefes Glied in 
Ä A, 0”f..h” 
übergeht. 
E. Man kann auch baffelbe Refultat fo ausſprechen: 


Wen A_,, Av A, A, A,, A,, etc. etc. die Koefficien 
ten von 


1. 1" =S[A,-1.h""} 
vorftellen, fo bat man allemal auch 
I. 26) * 8°=15,.n°17 


— fl, dx Act S[Arer Ott, ae, 


wenn nur flaft a nach und nach Null und alle pofi tiven gan⸗ 
zen Zahlen geſetzt werden. 


F. Setzt man aber bier in II.) x” flatt f,, alſo daß 
arte — — mrrii, yuima — = (a+ Dlmatix m—i- 





m+i1 
—— 
20* 
4 — (— 1)° -"mMa+i' eimte, ge 


fo Die augenblicklich 
A,= — —7 N dagegen Aut —(, 
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wie noch ebenfalls für jedes a, welches eine ganze Zahl 
der Null ift, 

IV. har = (Di gain; 

5. bie Koefficienten jedee geraden Potenz von h in der 
ntwwidelung von (e—1)", ift allemal = 0; der Koefficient 
20+1 jeder ungeraden Potenz bderfelben Entwickelung wird da⸗ 
gen gefunden, wenn man die entfprechende Bernoulli'ſche 
ahl Banzı noch durch (2a2)! dividirt, und derſelbe iſt da⸗ 
ei abiwechfelnd pofitiv und negativ. | 

G. Man kann daher die Formel O.) auch ng fo fehreis 
n, nämlich 


O- INH, 


a,_ Özr+i Per 24) 
— a], 
nn nur flott a Null und jede ganze poſitive Zahl ge⸗ 
tzt wird. 


Anmerkung. Da dieſe Formeln ©.) und C.) des vor 
ehenden Paragraphen für jede Funktion f, gelten, fo geben fie 
ich =(a'-y,), wenn &—a*.y, gefegt wird, in eine nad) 
igenden Potenzen von h geordnete Reihe. — Man hat aber 
ıch dieſen fpeciellen Fall auf eine ſpecielle Weiſe behandelt, 
imlich wie folge. Es ift nach $. 104. N. 5.) d. h. wenn. 
an theilweiſe integrire 





x u h x 
N) 
a—i 
et man nun hier flaft Ay, was bie Zaplorfche Reihe dafür 
ert, fo erhält man 
y (12a) 
=a* ya [4 .2(a" Satan 2a. yo) | 
| IS* 
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Dan hat num nach der Forınel’ CO) U 

1 1 1 
2 et 


und - 
3) ( 1 —4,)=2(+) +4; 


9 6 ) +4 ta 
Man erhält daher, wenn men von 1.) lint⸗ und rechts die Summen nimmt, 


dann aber rechts flatt = und = Ben ihre Werthe aus 3. und 4.) 








ſubſtituirt, | 
st 9241 14_ A 3x+%h 
%cthafb) 5 xth hx u x(z-Ih)' 


$. 112. 

Iebergßen wir die Summen (d. 5. die endlichen Inte 
grale)- der irrationalen algebraifchen Zunktionen, über welche 
man methodifch wenig oder nichts fagen kann, und fuchen wir 
blog noch die Summen von einigen befonderen Formen trau 
fcendenter Funktionen. 

A. Man findet die Summe 


1) Zar-(A,+A, x tA.R FA.’ A, x”) 
dadurch, daß man folche 

92) =at(K,+Kız+K,x?+K.2°’ ++ +Ku:z") 
fegt, dann von beiden Seiten diefer Gleichung die Differenzen 
nimmt, und nun die gleichnamigen Glieder mit einander ver: 
gleicht. Man findet auf dieſem Wege: | 
A,=—K,ta(K+ K.h+ K.h’-> + +-K.-b") 
A, =—K,+a'(K,+2K.h-+3K,h?-+-.---mK,-h""') 
A. =—K,+a'(K-+3Kyh+6Keh’+- +m.K.-h") 
A, —=—K,+a-(K,+4K,h+ .. -+m,K..h""") 
n. f. w. f.; zuletzt 
An =— ataKa; 
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aus welchen Gleichungen bie unbeftimmten Koefficienten Ko, 
K,, K,, K,, etc. etc. K, fich beftimmen laffen. 
So findet man 
“aAotAr x-+A.x?)) 
„x. B(A0—A;,h-tA,h?)—at(2A,—A,.b—A,-h?)-A, 





(1)? 
KA,—A,b)—A, _A, 
| + an re Per = 
B. Wil man . ‘ | 


2(sin x".c0sx") 
finden, u unter der Vorausfegung, daß m und n pofltive ganze 
Zahlen find, fo verwandle man die Funktion sin x".co‘ x" 
in eine Neihe von Gliedern von der Form 
A-sınga und A · cos qx | 
und nehme dann von jedem einzelnen Gliede das endliche In⸗ 
tegral, indem man folgende Formeln anwendet, nämlich 


1) Zsmptg)= — 7* 


_ A. V. 
2) 2cos (p--qx) = Isin (4q . -h) 3 
Und ift ein Glied dabei von der Form 
A.cos 0x oder A, 


fo befommt die Summe noch das Glied Ar. 


C. Man dat auch noch‘ verfucht die Summen 

ZxF.sınx) und 2(xP.cosx) 
zu finden, unter der Vorausfegung, daß x! eine gegebene Funk⸗ 
tion von x iſt, deren zu der Differenz h von x gehörige Diffe 
renz Alx) durch hY bezeichnet feyn mag. — Das Verfahren 
Dabei ift daffelbe, wie Bas vorher beobachtete. Man geht näm⸗ 
Jich von einer dazu geeigneten Differenz aus, oder von zweien, 
findet aus den Gleichungen die Ausdrücke x®-sinx und 


xP.coss, und nimmt dann von diefen neuen Gleichungen 
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wieder bie Summe, in der Hoffnung dadurch Nebuktionsformelu 
zu befommen, wie dies im $. 109.) der Sal geweſen ift, we 
x") in Sa"), 2"), S(x"", etc. etc. ausgedrüct fi 
gezeigt hat. 

Die Durchführung der Nechnung if folgende: 

Es ift, wenn man die Differengen nach x nimmt, d. h. 
ſtatt jedes x jegt x--h, und deshalb ſtatt x! jetzt x-Pax 
d.h. x’+-hi ſchreibt, und die Funktion im alten Zuſtande 
von ihr im neuen Zuftande fubtrahirt, 

1) 4((&'—h')P.cos x - 4h)) =x®.cos (x+4h) 
— (x! hNP.cos (<— Ih) = (px "hi p,.x "hi 
px. hP— „.):cos (<— 4h)-1-x®. [cos (x--3h) 
—cos(x—}h)) | 

9) @!—hYP:sin (x— zh)) = x. sin (x+-zh) 
(&!—hP- sin («— 3b) = (px "hi p,.xP "hi 
p, Ph" — ...)- sin (x«— 4h) --xP. [sin (x+-4h) 
— sin (x<—4h)]. 5 

Findet man nun aus biefen Sleichungen 1.) und 2:), nach 
dem man vorher die Differenzen der Kofinus und der Sinus 
in Produkte verwandelt hat, fo dag xPısinx und xP.cosx 
darin erfcheinen, die Werthe dieſer Iegtern, und nimmt man 
dann von diefen neuen Gleichungen links und rechts die Sum 
men nach x,'fo erhält man, wenn zu gleicher Zeit h’ d.h. 
axi nach x conflant gedacht wird, 

(x!—hNP.cos (x<—}h) 1 
2sin 4h r 2sın zlı 
X ae ‚2(xP". cos («—4h))—p.h. 2x P”°.cos («—4h) 
p,.h’.2x”®.cos (x — 4h)— etc. etc, 





3) Axf.sinz)=— 


un eine 1 
4)  2x®.cosx) 2sin h 3sın zh 


x pırh-2xP"1.sin (x—-4 )— ph’ x ° sin (<—+Hh) 
-Lpuhizx@®. sin (x—4h)— etc. etc. 
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Dies find die gefuchten Reduktions⸗-Formeln ). — Setzt 
man in ihnen nach und nach 1, 2, 3, 4, 9, etc. etc. flatt p, 
fo erhält man bie verlangten Summen aus einander. 

Namentlich findet fih für. p=1, wem man zugleich 
die Zormeln B. 1. und 2.) zu Hülfe nimmt, 

_—hn. —3 l.sın (x 
2) Ein — —— 
und | | 
(«!—hN-sın(«&—}h) , h/.cos (;x - 4h) 
6) (x!.cos x) = ug 7 h a 
Weil aber h’ nad) x eonfiant gedacht worden, fo folgt aus 
—hi 
fogleich, wenn man die Aurora nach x nimmt, 
7) x — * x+C,, 
wo C, entweder eine abfolute, oder doch eine periodifche Con⸗ 
ſtante iſt. | 

Die Formeln 3.—6.) gelten alfo nur dann, wenn 
x! feine andere Funktion von x, ale nur von der 
Sorm 7.), d. h. von der Form 

xi—=a.x-4C, 
ift, wo a eine abfolute Conſtante (nach. x), C, aber entweder 
eine abfolute oder doch eine periodifche Eonftante if. 

Namentlich find alfo durch die Formeln 5.) und 6) die 
Summen | 

:((ax-+-b)P-sin x) und °- 2((ax-H-b)’-cosx) 
zu finden, indem man in jene 

xi—=ax+b und deshalb auuh hi=a-h, 
ſetzt. 


) Dächte man h’ nicht nach x conſtant, fo müßten in dieſen Formeln 
die Potenzen von h’, welche jest außerhalb der Summen Zeichen gefegt 
find, unter dem 2 Zeichen gefest werden; und dann wären die Formeln 3.) 
und 4.) Feine Reduktions⸗Formeln mehr. 


gegebene Zormel. — Condorcet hat fie in feinem Essai sur 
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Zunktionen zu finden, wollen wir noch zu allgemeinern Rebuk 
tions: Sormeln zu gelangen fuchen. 
Bereits im $. 104. N. 5.) haben wir gefunden 
1) 20.·) * · .) - 2(2Q,-2P,+n), 
und die Anwendung dieſer Formel nennt man die theilweiſe 
Integration. Wendet man nun auf die Summe im zweiten |,- 
Gliede rechts diefelbe Formel wiederum an und fubftituirt man 
den dadurch für 2(AQ,-ZP, +1) erhaltenen Ausdruck in die |., 
1.), fo ergiebe ſich 
2) 2(Pr-Q)= Q-2P,—20-#P,4+20°Q-2°P,4n) 
Wendet n hier auf dag dritte Glied zur Rechten die Formel 
1.) noch einmal an, fo erhält man nach geſchehener Subſtitu⸗ 
tion in 2.) 
2» IS R-PritaQ, — 
— :(4’Q- 22p 42). 
Zuletzt ahel man auf dieſem Wege noch 


(+ · 2. Q)I=SI-1NAQ FF .u)] 
a pb 


HH P rn). 
Dies iſt die von Taylor in den philosophical transactions 





Tapplication de TAnalyse & la probabilité des decisions p. 
163. dadurch umgeformt, daß er P,, Prıns Pırans Prra 
etc. etc. ald Glieder einer Ur⸗Reihe anfieht, und fie in bie 
erfien Glieder ihrer Differenz Reihen ausdrückt. Nach $. 102. 
1.) hat man nämlich | 
A) P,+m. b Sm. AP,]. 
b--F=m 
Set man daher bier zuerft a, dann «4-1 flatt m, und Dann 
ben jebesmaligen Werth zur Rechten aus 4.) flatt P.pa.n und 
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katt Pr +tatn in die Formel ©.), fo erhält man nach gehöre 
ver Reduktion, weil SHAaP)J= pP, iſt, 
(On AP Q)= St 1). — 


Fea, 
ers 1)..2(4t1Q,.3*t1p )], 
+(—1) [(u-+ le er 2 M 


Condorcet giebt dieſelbe jedoch viel unvollſtändiger als wir 
ie bier gegeben haben. In allen den Fällen aber, in denen 
“rg, —0 wird, alfo fo oft Q, eine ganze Funktion von 
& iſt, vom u Grade, verwandelt fich unfer zweites Aggregat 
n 2(0) d. h. in eine periodifche Eonftante, und das erftere Ag 
Zzregat enthält dann genau das Gefet des Eondorcet, nämlich 

3(P x’ Q,) — —B 2P,— aQ(2? P,+ 2P,) +2? Q, (2?P „t+22°P, 
+2P)—4’Qr(2*P,+32°P,4-32°P,+2P,)-+ etc. ete. 
§. 114. 


Segt man in der Zormel bed $. 113.) P,—=a, fo erhält 


man, weil dann 
tab 


a RN — Eu 
ift, fogleich 

ds N 
| u 
. Ga BC J 


Nach dieſen Formeln kann man die Summen finden 
1) von jeder Funktion von der Form 
A.“ +B-x?-+C-x? +. 


nih 














a 
1, 





x 
wenn a, B, y, etc. etc. ganze pofitive Zahlen und zu gleicher Zeit 
<n—t find; 
3) von amx. (A-x®+-B-x®-C-xY-+--.), 
ed mag m eine pofttibe oder negative ganze Zahl ſeyn, wenn nur a, ß, % 
ete. poſitiv ganz find "5 


Die im $. 112. A.) gefundene Summe, welche dort direkt geſun⸗ 
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.3) von jeder Funktion son der Form 
sin z".cos x”.(A-x“ +B-x?-+C x? +...) 
wenn m und n poſitiv ganz find, eben fo wie a, 8, y, etc. ete.; indem 


man das Produkt sin x".cosx" in Simis und Kofinus der Vielfachen von 
x umformt. 

Und dies if ohngefähr alles, mas fich über die Auffindung der Sum: 
men Cd. 5, der endlichen Integrale) der Funktionen eines einzigen Berän 
derlichen x, im Allgemeinen, lehren läßt. 


$. 115. 


Das Verfahren, deſſen wir ung im $. 109) bedient haben, 
um 2(x*) in eine nach ſteigenden Potenzen von h fortlaufende 
Reihe zu verwandeln, kann man zu verallgemeinern trachten, um 
Durch daffelbe allgemein 2(%) in eine näch fleisenden Potenzen 
von h geordnete Reihe umzuwandeln. | 

A. Man geht nämlich (fo wie dort von x”, weiches nicht I 
x” iſt) hier wiederum von einer Funktion z, aus, welche nicht | 
die gegebene f, ift, und hatınun, wegen Az, — zu41 —Zu, nach 
dem Taylor'ichen Lehrfage Ä od 


h? h> h® . 
1) a, = 92. h+-8°2, 7 2 tt + 
Nimmt man hier nun wieder links und rechts die Summe ge _ 


nau ie dort, und fegt man, (analog wie dort x" flatt x" 
gefeßt worden ift) bier 

d,=fh, alſo u —=fh-dx, 
fo erhält man 


2) 2, = fh-dx 
- [3-4] 


welche Formel genau analog ift mit der dortigen Formel $. 109.) 
A. 





den worden iſt, ergiebt fich alfo auch mach der hier für z(P,-Q,) mitges 
teilten: Formel. | 
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A. ©.) fo dag jene aus dieſer hervorgeht, wenn man hier x" 
m+1 


x 
ſtatt 5 feßt, wo dann nF 


Of, = mai 
tc. ete. wird. Ä 

B. Setzt man nun hier,‘ ſtatt wie dort im $. 109. B) . 
veiter fortsufahren, nach und nach Ah, 8°, ö°f,, *h, 
tatt £,, fo erhält man eine Reihe von Gleichungen, aus denen 
illen in Verbindung mit der. 2.) zulegt (O6), 3(8°F,), 2(8°6,), 
ıtc. etc. eliminirt werden können, fb daß man erhält 


3 K)=LfhedctAshtA, öch+A,:826ch® 
A,’ he 


C. Bil man aber wiederum wie im $. 109. C.), um 
‚a8 Geſetz beffer zu überfehen, nach welchen fich Die Koefficien- 
en Ay, A,, A, A,, etc etc. richten, die Gleichung 3.) mit 
inbeſtimmten Koefficienten annehmen, und nun dieſe Koefficien: 
ten feldft auf anderem Wege zu beflimmen fuchen, fo wird man 
hier das Verfahren von dem dort gebrauchten etwas verfchieden 
fiatt finden laſſen müſſen. Man wird hier e* ſtatt f, ſetzen, 
(0 dag man | 


= ri Kdi=e, öf, = 8°, — 9°, 


== etc, etc = e* 


jat. Die Ghichung jr geht dadurch über in 
4) (e— =r IA -tA, -h--A,.h?® A, hit 


und dies lehrt uns, daß die Koefficienten in der Formel 3.) 
keine anderen find, als die von | 


de b. h. von (ht 


wenn folcher Ausdruck nach ſteigenden Potenzen von h entwiß 
felt gedacht wird. 
Bdo. I. | W 


LE 
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D. Die Formel 3, kann man daher wenn man mil, 
ſymboliſch fo fchreiben 


(©) 26) * a, 


wenn man nur (er 1)! 5 5. 
ö°h?  3°h> 
(+artart ) 
nach ſteigenden Potenzen ven Oh entwickelt ſich denkt, dann aber | 
in jedem Gliede von der Form A„-8".h" unmittelbar hinter 
0" den Faktor f, fchreibt, fo daß dieſes Glied in 
5  A,.8"f,.h” 
übergeht. 
E. Man kann auch daſſelbe Reſultat fo ausfprechen: 
Kam A_, An Ay, A,, A,, A, etc. etc. die Koefficien⸗ 
ten von 
L. (®—1)"=S[A,-..h"] 
vorftellen, fo hat man allemal auch, 
I. 26) = S[A,1-8°""5,.h° 
= Seit A tt SA het, 
wenn nur flatt a nach und nach Null und alle poſitiven gau 
sen Zahlen gefegt werden. 
F. Setzt man aber bier in II) x” ftatt f,, alfo daß 
artiE — met! I1, ꝓn-i- — (a4 img - 
wird, und vergleicht man dann diefe Formel mit der Formel () E 
des $. 109. D.), welche fo gefchrieben werden kann, nämlich 





| 
\ 


m_ 1 x" m 

=; | | 
1 per 

+ S| Bar (N ma41 x il 


fo folgt augenblicklich 
11. Ao — —, dagegen Auı2=0, 
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fo wie noch ebenfalls für jedes a, welches eine ganze Zahl 
oder Null if, 


IV. Apart = (— 1). — 


d. 5. die Koefficienten jeder geraden Potenz von h in ber 
Entwicelung von (e!— 1)", if allemal —0; ber Koefficient 
Azazrı jeder ungeraben Potenz derfelben Entwickelung wird da⸗ 
gegen gefunden, wenn man die entfprechende Bernoulli’fche 
Zahl Baazı noch durch (2a--2)! dividirt, und derſelbe ift da; 
bei abwechſelnd pofitiv und negativ. | 

G. Man Eann daher bie Sormel ©.) auch) noch ſo ſchrei⸗ 
ben, nämlich 


0O ·“ 36) ———— 
a. Brꝛati rat 4) 
+s[-1) — — Ih |, 
wenn nur flat a Null und jebe ganze pofi itive Zahl ge⸗ 
ſetzt wird. 


Anmerkung Da dieſe Formeln ©.) und C.) des vor⸗ 
ſtehenden Paragraphen für jede Funktion fx gelten, fo geben fie 
auch Za-y,), wenn Katy, gefeßt wird, in eine nad) 
fteigenden Potenzen von h geordnete Neihe. — Man hat aber 
auch dieſen fpeciellen Fall auf eine ſpecielle Weile behandelt, 
nämlich wie folgt. Es ift nach $. 104. N. 5.) d. h. wenn. 
man theilweife integrirt 





x at V. — ab. (a*.· Ay, 
1) 3(a'-yı) = 
Setzt man nun bier ſtatt Ay, was bie Taplor’fche Reihe dafür 
liefert, fo erhält man 
9) (ab —1): >(a* 'y,) 
=.a yu—aıı [2- S(a* +2, 2. My) } 
2* 
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Setzt man nun hier dyı 8°5., 9°y,, etc. ete. nach und nad 
ftatt yx, fo erhält man wieder eine unendliche Menge von Glei⸗ 
chungen, aus denen und der 2.) die Summen >(a*-dy,), 
>(a'-8?y,), etc. etc. eliminirt werden Eönnen, fo dag man zu: 
lebt erhält die Form 
3) @'—1).2@.y)=at.y-+D,-a'dy-h 
 +D,:-2..3?y,-h?--D, · a*· d°y..h’-+t... 
Mir wollen jedoch dies hier nicht weiter verfolgen. 


Dritte Abtheilung. 
Dom Integriren einer gegebenen endlichen Differensen- Gleichung. 
$. 116. 


Jede Gleichung zwiſchen x, y, Ay, A’y., etc. etc. heißt 
eine Differenzen-Gleichung und zwar von ber nt Ordnung 
wenn zuleßt A’y, noch vorkommt, alfo von der erften Ordnung, 
wenn fie bloß zwifchen x, y und ay, gegeben if. 

Wenn mar Yarnz Years Yat+sn, etc. etc. bezüglich durch |; 
Yır Ya, Ya, etc. etc. bezeichnet, fo dat man (nach $. 91.1) !: 
allemal 

Ay- — Y -VY, Py,=y,—2yıtY; R 

As yx — y, — 3y2 -35. —y; etc ec, 

Jede ſolche Differenzen⸗Gleichung der nien Ordnung kann alſo, 
dadurch dag man in ihr ſtatt Ay,, A?y,, Aëy,, etc. etc. didt I 
Werthe fubftituirt, in eine Gleichung zwifchen x, y, Yır Ya |: 
Ys> **" Yn verwandelt werden, welche ya in x, y, Yır Ya" 
Yn-ı ausgedrückt Tiefert, welche aber, wenn man x-+-h ſtatt x 
fegt (weil dann y in y,, yı in Y., Ya in y,, etc. etc. und 
Yn in Yazı Übergeht) auch noch yayı und durch daſſelbe Der: 
fahren auch noch y242 Ya+z, in inf. jedesmal in bie n nächſt 
vorhergehenden Glieder ausgedrückt Tiefert. 
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Wäre alfo die Differensen-Gleichung von der erften Ordnung 
Sy, Ay, 9 gegeben, fo würde ſolche Yı, Ya, Ya Ya, in inf. (in x und 
y ausgedrückt) liefern. ' 

Eine Differengen-Gleichung der nien Ordnung ift alfo das 
Gefe, nach welchem bie Glieder einer Reihe . 

Ys Yı» Ya» Ya» Yas Yss *** Ya—15 Yny Ya+tls Ya+z °'' 
vom ner Gliede ab fich richten, d. h. dag Geſetz, durch welches 
jedes folgende Glied in die n ihm zunächſt vorangehenden Glie⸗ 
der dieſer Reihe ausgedrückt wird. 

Solche Geſetze, durch welche folgende Glieder einer Geihe 
in vorhergehende ausgedrückt ſich ſehen, nennt man rekurrente 
Geſetze. Findet man aber aus einer ſolchen Differenzen⸗Glei⸗ 
hung, welche allemal ein rekurrentes Geſetz einer Reihe aus⸗ 
fpricht, y felbft, als Funktion von x, fo darf man uur x, 
x{th, x-+2h, x-+3h, ++ x-+Fnh, --+ x-+-(n--m)h, --- 
flott x fegen, um nach und nach in. oder außer der Ordnung, 
jedes einzelne Glied der Neihe zu haben. Man hat alſo dann 
dns independente Geſetz der Reihe y, Ya> Ya, Yas "Ya 

Das Gefchäft felber, durch welches man aus ber Differen- 
zen⸗Gleichung die Funktion y, findet, nennt man das Integri— 
ten der Differengen:Gleichung. 


Anmerkung. Alle Unterfuchungen über Differenzen ſetzen 
aber ein beſtimmt gegebenes und nicht mehr jedes willkührliche 
h voraus. Co wie h gang unbeftimmt bliebe, fo könnte man 
es fich endlich und unendlich Elein zugleich denken, und dies 
wäre gegen den Begriff des Differenzen Kalkul,. der fich eben 
dadurch vom. Differential-Kakful unterfcheidet, daß in ihm h 
nicht unendlich: Elein iſt. 


$. 117. 


Die lineäre Differenzen: Gleichung der erften Ordnung | 
1) | TB al 


zu integriren. 
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Man febt 
Y) y. — u, 23, alſo Ay =u-A2,-}z: An, Pau, · an. 
und die Gleichung 1.) zerlegt ſich nun, weil man über u nad 
Willkühr disponiren kann, in 
. 3) y,t-P,w=0 und 4) u, az, au, · A. = . 
Die letztere giebt 
6 — 


AZ 
x. U, + Au Us+h 








alfo 
6) ,=2 % =) und ) „mu: u 
Ux-+h 
fobald nur u, ſelbſt aug der Gleichung 3.) gefunden ſeyn wird. 
In der Gleichung 3.) fann man aber Die Veränderlihen 
u und x trennen, indem man fie fo fchreibt " 
Aux _. 

8) nr —P.. 
Führt man, um dieſe Gleichung zu integriren, einen neuen Ver⸗ 
änderlichen t ein, ſo daß 

9) u,. — et, alſo au, = et˖ (eat—1) 
wird, ſo erhält man aus 8.) 

et—1=—P, oder et—=1—P, 

d. h. | 

10) st=log(i—P,) und t=2log(l —P,). 
Kann man alfo 2log(1—P,) finden, fo bat man t, dann aus 
9.) auch u, — hernach aus 6.) aud) z,, wenn nämlich die 
dortige Integration ausgeführt werden kann; — und dann hat 
man aus 7.) au) y. Dabei geht in t eine periodifche.oder 
abfolute Conftante ein, welche fich alfo auch in y mit herüber 
zieht, fo daß man zulegt y in x und einer periodifchen Con 
fiante gefunden hat. — Für den Hülfs-Ausdruck u braudt 
man nur einen genligenden Werth, weshalb in t ober 3los(1—P,) 
feine willkührliche Eonftante zugelaflen zu werden braucht. 

Um aber ZZog(1—P,) zu finden, geht man von dem 

Satze $. 102. IV.) aus, nach welchem 


{ 
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3log 1—P,+n) — log (1 -P,) 
die Summe der Logarithmen der n Ausdrücke 
1—P,, 1—Pırn, 1—Pırans ° 1 Pros 
alſo der Logarithme des Produkts diefer n Ausdrücke if. Man 
‚bekommt aber auf diefem Wege nicht eigentlih 2Zog A—P,), 
fondern das swifchen den Grenen x=x und x—=x-tnh 
genommene integral. Und wollte man bier x—nh flaft x 
fegen, fo würde man für die Differenz 
2log (1 — P,)—2log (1—P,-ın) 
den Logarithmen des Produkte 
(1—P,-u) 1 —P,-a-) I —P,_2) t—P;-ı) 
erhalten, und diefer letztere Logarithme könnte nur in den Fällen 
ſtatt 2Zog (1 — P,) gefegt werden, in welchen für irgend eine 
beftimmte Zahl n, Zlog (1—P,_.n) einer willführlichen abſo⸗ 
Iuten oder periodifchen Conſtante gleich, angefehen werden kann ”). 


ft P conſtant nach x, fo giebt die Gleichung 10.) fogleich, wenn der 
Bequemlichkeit wegen 1— PR gefegt wird, fo daß R und auch log R 
ebenfalls (nach x) conſtant find, ' 


‚11) t=2(log R)=(logR)- —; 

alſo wird nun 

/ | (gR)-- x 
12) u=e'—e ⸗ b_ b, 


vo die willkührliche Conſtante deshalb weggelaſſen wird, weil u ein bloßer 

Hülfs⸗Ausdruck if, und jeder beſondere Werth von.w, welcher der Gleis 
chung 3.) genügt, als der zweckmäßige angeſehen werden kann. 

| Iſt nun auch noch Q nach x conflant, fo erhält man weiter aus 6.) 


— 9 —J —0.3R ® 
1 - 





4 
(nach $. 104. IV.); 


R 
d. h. (nach $. 105. N. 2.) 





*) Lagrange hat biefes Verfahren ber Integration der Gleichung 
AytPy=Q, im Jahre 1761 zuerſt gegeben. Wir Eönnen fein Refultat, 
bem oben zuletzt Gefagten gemäß, nicht für vollſtändig halten, ja im Allge: 
meinen kaum für richtig. 
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h 
13) ı=07 a —_ ni, t%= ne Rı "ıc, 


wo C, eine veribie * abſolute Conſtante vorſtellt. Dann wird aber 
(aus 7. und 12.) 


|» 


x 
h__ 


> 


4) art, R 840, .d— DB, 


wo C, die periodifche oder abfolute willführliche Conſtante if. 
$. 118. 


Kennt man zwei fpeciele Werthe y', und y!,, welche der 
redueirten linearen Differengen:Gleichung der ten Ordnung 


1) . Yıra + Px° Yx+n Yı — 0 *) 
genügen, fo ift dag vollſtändige Integral dieſer Gleichung offenbar 
. 2) Yx ,= C . ·y Cl, yl,, 


wenn C’, und Cl, zwei willkührliche periodiſche oder abſolute 
Conſtanten ſind. 

Denn, ſo wie y‘, oder y“, ſtatt y, geſetzt, der Gleichung 1.) genügen, 
fo genügt ihr auch der Ausdruck zur Nechten in 2.), wenn man folchen flatt 
y, fubftituirt, deshalb, meil dann der Ausdruck links in zwei Theile zerfällt, 
die einzeln der Null gleich find. Ueberdieß enthält aber der Ausdruck in 2.) 
zwei willführliche Conflanten, 

Hat man aber das integral 2.) der reducirten Gle 
Kung 1.) gefunden, fo kann man auch dag Integral derfelben 
Gleichung finden, wenn fie rechts ftatt der Null noch eine Funk: 
tion V, zu ftehen hat, nämlich dag Jutegral der vollſtändi— 
gen Gleichung 

3) | Yı+1+ Ps Yarnt Qr Yk — V 
indem man das Integral 2.) der Form nach beibehält, aber 
C, und Ci, nicht als periodifche Conftanten anfieht, fondern 


*) Man fubfituirt in die gegebene Gleichung zwiſchen x, y, Ay, und 
A°y,, dunãchſt Yx$h"Ix ſtatt Ayx und noch Yez2b — 2 Yan t 9x ſtatt 
A?y, und dadurch geht Die gegebene Gleichung in die 1.) über, wenn fie 
lineär geweſen if. 
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als noch unbekannte Zunktionen von x, bie erfi noch fo gefun⸗ 
den werden müffen, daß die Gleichung’ 2.) als vollftändiges In⸗ 
tegral der Gleichung 3.) angelehen werden Eann. 
Aus 2.), unter diefer letztern Worausfegung gedacht, folgt 
aber 
4) Yarı = Ohne Yan t Can Ylarn = Ol Yon 
+ yon (Vor ACat y’arn ACH). 
Segt man nun ben eingeflammerten Theil, der Null gleich, r 
erhält man 
5) AO yon + ACH ey = 0; 
und yurn ift dann, für diefe Funktionen C’, und Ci, , welche 
der Gleichung 5.) genügen, genau eben fo (der Form nach), 
wie wenn Ch, CH, noch periobifche oder abfolnte Conſtan⸗ 
ten wären. 
Segt man aber in 4.) noch einmal x-th ftatt x, fo er⸗ 
hält man, unter der Vorausfegung der Gleichung 5.), 
6)  Yx+2h — © x+h* Ya tera‘ yı x+2h — Ch. ‚y! x+2h 
+ ya Hy CH ya a0) 
Subftituirt man nun Diefe Werthe aus A.), 5.) und 6.) 
ſtatt Yayn und y,420 in die Gleichung 3.), fo wird der Aus 
druck links der Null gleich, bis auf den Theil, welcher von dem 
eingeflammerten Theil von ysr.n in 6.) herrührt. Die € Glei⸗ 
chung 3.) geht daher nun über in 
7) y’ x+2h* su, + yil x+2h° AU, =V,. | 
Die beiden Gleichungen 5.) und 7.) kann man nun nad) AC!, 
und ACH, algebraifch auflöjen. Kann man nun diefe, für ACH, 
und ACH, gefundenen und enttwickelt gegebenen Funktionen von 
x (nach den Methoden der vorhergehenden Abtheilung dieſes 
Kapitels) integriren, fo hat man C%, und C!,, jedes noch mit 
einer willführlichen periodifchen oder abfoluten Conftante c!, und 
cl,; und diefe Werthe in Die 2.) fubftituirt, geben zuletzt das 
allgemeine integral Der vollftändigen Gleichung 3.). 


Man wird bemerken, daß dies nichts anders ift als die „Methode der 
Bariation der Conſtanten“, weiche Lagrange, der fie für die Integration 
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der Differential» Gleichungen gegeben bat, auch hier bei den Differenzen; 
Gleichungen in Anwendung bringt. — Ferner fieht man leicht ein, daß diefe 
Methode — von dem integral der redueirten Gleichung, wo VO if, 
zu dem der vollfiändigen Gleiching, wo V nicht Null ift, überzugehen 
— auf lineare Differengens®leichungen aller Ordnungen ausgedehnt wer; 
den Tann. 
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Sind in der rebucirten Gleichung 
: 9 Yan + P-Ys+m + Q-yırnt-R-y= 0 

die Koefficienten P, Q, R conflant (nad) x), fo feße man, um 
fie gu integriren, y-m',. ſo daß yha=m'm, 
Yı-pth = m. :m“ und Yı+3h = — m’”.m’ wird. Dann geht 
die Gleichung 1.) über in 

2) mr ꝓP. )y . ( m)—RS O. 
Findet man hieraus für m" drei Werthe und. zu jedem Werth 
M von 8 einen zugehörigen Werth von m (alſo aus m — M, 


m == Me und bezeichnet man bie fo "erhaltenen drei Werthe 
von m durch m,,m, und m,, fo hat man 

| y=C/.(m,)* + C% -(m,)* CM, -(m,)*, 
wenn nur C/,, CH, und Ci, drei willkührliche periodifche Con 
ffanten find. | 

Werden zwei, oder alle drei Werthe von m einander gleich, oder find 
zwei ber drei Werthe von m imagimär, fo finden gan; analoge Modififatis |x 
nen (in dem Ausdrude für y) flatt, wie folche bei Gelegenheit der inte 1- 
gration der linearen Differential» Gleichungen bereits mitgetheilt wor⸗ 


den find. 

Endlich läßt fi) das Gefagte auf rebueirte lineare Gleichungen mit 
(nach x) confianten Koefficienten, von jeder Drdnung ohne Weiteres 
ausdehnen. 


Anmerkung. Die durch die Gleichung 1.), auch wenn 
man fie fich von beliebiger Ordnung denkt, und wenn man 
h=1 feßt, ausgedrücten Reihen, nannte man früher vor | 
zugsweife „refurrirende Reihen". — Die integration der 
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Gleichung 1.) giebt alfo das independente Geſetz dieſer fo 
genannten refurrirenden Reihen. 

Dabei müffen wir aber noch einmal ausdrücklich bemer⸗ 
Een, daß jede Differenzen: Gleichung das „refurrirende Ge: 
feg" einer Reihe ausdrückt, d. 5. zeigt, wie jedes folgende 
Glied von den nächft vorhergehenden Gliedern abhängig if; - 
und daß die integration der Gleichung allemal das „indepen: 
dente Gefeg" derfelben Neihe Liefert (vgl. $. 116. und auch 
noch $. 49. des I. Bos.), wenn bir h=1 gedacht wird. | 

Mas endlich die Beſtimmung der Conftanten betrifft, fo 
muß man, wenn bie Differenzen: Gleichung von der nien Ord⸗ 
nung tar, dies Integral alfo m periodifche oder abfolute Con 
ftanten aufgenommen hat, eben fo viele, alſo n Glieder der Reihe 
als bekannt anfehen, und daraus die Conſtanten beffimmen, ge 
nau fo wie man in. der Differential: und der dazu gehörigen 
SAntegral: Rechnung die Eonftanten beſtimmt. Die Conſtanten 
ſelbſt erfcheinen in diefen Anwendungen zunãchſt als ahſolut— 
und nicht als periodiſche Conſtanten. 
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Ueber die Beſtimmung der durch die Integration eingehenden periodiſchen Genfanten.. 

Da die periodifchen Conftanten für die Werthe x, x-+-h, 
x-+2h, x+3h, -+ x-Hrh, + immer diefelben Werthe aus 
nehmen, fo beftimmen fie fich offenbar dadurch nicht, daß man 
die Werthe von y, Eennt, für Die conflanten Werthe O, h, 2h, 
3h, etc. etc. von x — ft daher durch integration einer 
Differenzen-Gleichung, z. DB. der erften Ordnung (zwiſchen x, 
ys und Ay,, oder zwiſchen x, y, und ya4n), eine folche perios 
bifche Conftante C, eingegangen, fo beftimmt fie fich nur dar: 
aus, daß man die Werthe von y in einem beflimmten Naume, 
etwa von x—=0 bi8 x=h hin, für alle dazwiſchen liegen— 
den Werthe von x ſchon kennt *). — 


H Stellt man ſich x ais Abſeiſſe, y, als Ordinate einer Kurve vor, 
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Dies wird anf folgende Weife deutlich gemacht. 
Löſt man nämlich die gegebene Differenzen» Gleichung nach Ay, alge 
breite auf, fo daß fie die Form annimmt 
Ay, = —=F X,Yx oder Yx+h =y,tF,, 
fo 2 aus ihr, indem man nach und nach xh, ran, ete, etc. ſtatt 
x fest, noch hervor 
3) Ja 20  Ix+b +F 2,yz-+h? 
j 3) Yx-+3h * Yan tF X,Yx-}2h? 
n.f. w. fe Kennt man nun für jeden Werth x‘, der zwiſchen O und h 
liegt, jedesmal den zugehörigen Werth von y, nämlich y„. fo geben, wenn 
man dieſen Werth x’ Ratt x ſetzt, die Gleichungen 1.) fogleich den Werth 
von Jay d. h. alle Werthe von y, welche den Werthen von x zwiſchen 
h und 2h zukommen, weil h--x’ oder x’--h alle dieſe letztern Werthe 
ausdrückt, fo oft flatt x’ alle Werthe zwiſchen O und h gefett werben. 
Desgleichen giebt dann die Gleichung 2.) alle Werthe von y für alle zwi⸗ 
ſchen 2h und 3h liegenden Werthe von x; und dann giebt die Gleichung 3.) 
alle Werthe von y, für alle swifchen 3h und Ah liegenden Werthe von x; 
u. ſ. w. f. 


Iſt daher I,,,c,=0 das gefundene Integral dieſer 
Differenzen⸗ Gleichung der erſten Ordnung mit der periodi⸗ 


ſchen Conſtante C, (welche letztere eine Funktion von sin == 


und cos nd ſeyn muß), fo muß man f, flat y, fubftifui 


ven, die Gleihung I, ,,c,=0, nad C, algebraifch auflö 
fen, fo daß man für C, eine beftimmte Sunftion von x er 
bäft, nämlich 

G=9% 
und dann muß man eine Funktion von sız = und 00 


auffuchen, welche in dem Raume von x=0 anbi8 x—=h 


die durch eine folche Differenzen» Gleichung gegeben ift, fo kann man ı. D. 
noch verlangen, daß diefe Kurve mit einer andern gegebenen Kurve y=f, 
in den zu allen Werthen von x, die von x=0 an bis x—h hin 
genommen werden, gehörigen Punkten zufampenfällt. 
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bin genau mit p, zufammenfällt, und dabei noch den übrigen 
Mebenbedingungen genügt. 

Daß und mie diefer letztere Theil der gegenwärtigen Un⸗ 
terfuchung auszuführen ift, hat Fourier in feiner theorie de 
la.chaleur. Paris 1822. zuerſt gezeigt, und die daher rlihren- 
den fogenannten Fourier’fchen Reihen bilden in der neueften 
Zeit einen höchft wichtigen aggregirenden Theil ber höhern Ana⸗ 
Infie. Auch wir werden fie hier noch, in einem der nächften 
Kapitel näher betrachten. 


Wir bemerken nur noch, daß die gegebene f, nicht einmal 
eine ftetige Funktion von x zu feyn braucht, wenn man nur 
für ale Werthe von x zwifchen O und h, alle zugehörigen Wer 
the von y ausgedrückt hat, es mögen legtere dann in dieſem 
Raume von x=0 bis x—=h ein einziges, oder hinter ein- 
ander mehrere verfchiedbene Geſetze befolgen, d. h. fie mögen 
durch eine continwirliche oder durch eine bigcontinuitlche Funk⸗ 
tion ausgedrückt ſeyn. 


Anmerkung. Ueberhaupt mag man noch einmal bemer⸗ 


ken, daß es in dem Charakter ber Differenzen⸗Rechnung liegt, 
daß h, was zuweilen auch durch Ax bezeichnet wird, einen völ⸗ 
lig beftimmten Werth hat, alfo nicht mehr unbeftimme oder ver 


änderlich ſey; daß alfo jede Differenzen: Gleichung, z. ®. der 


erfien Ordnung nur Den Uebergang des Zuftandes y, ju dem 
beftimmt entfernten Zuſtande yıyrn ausdrückt, daß daher jede 
Differengen- Gleichung allemal eine Unftetigfeit (Discontinue 
tät) der durch fie vorgeſtellten Funktionen zu Grunde liegen hat *). 


*) Da in der Differengen-Rechnung die Differenz h von x, allemal 
einen beftimmten Werth hat, fo mag man fich auch hüten, aus einer Glei- 
hung von der Form 
A, t+A,-h+A,-h’+HA,.h’+--=Bo+B,-h+B,.h’+B,.h’-+.-» 
zu folgern, daß A, —=B., A: SB, A,=B, A,=B,, ete. etc, feyn 
müffe, weil dies Iegtere nur dann fo fenn muß, wenn die gegebene Gleis 


dmg für jedes h, oder doch-für eine unendliche Menge fketig auf eins 


ander folgender Werthe von h, flatt findet. 


Hoͤhere Analyſis V. Abth. Kap. XII. 6(. 121. 


$. 121. 


Laplace hat noch Probleme behandelt von folgender 
Gattung: 
Eine Funktion p, zu finden, welche Die Eigenſchaf hat, 
dag wenn man ſtatt y zwei bekannte Funktionen f. und F. 
ſetzt, dann p, und ꝙPp zu einander in einer gegebenen Rela⸗ 
tion ftehen. 
Mir wollen ein beftimmteg Beiſpiel nehmen. — Es ſey 
nämlich p fo zu finden, dag 
1) 2 =t? 
wird, fo daß in dieſem Beiſpiele K=x, F, — 2x if. — 
Laplace führt nun einen neuen Weränderlichen z ein, welcher 
von x dergeftalt abhängig gedacht wird, daß 
2) | ß=ı=u und 3) F, = 2x = u41 


- wird, mo u, eine unbekannte und gefuchte Funktion von z if; 


er eliminirt dann aus dieſen beiden Gleichungen den Veränder—⸗ 
lichen x. Man erhält | 

4). U, = 2u,, oder U,+h = Yu, für h=1. 
Diefe Gleichung, integrirt, giebt 

5) w„=(C?, ad x=Cc-, 
roo C eine willführliche, periodifche oder abfolute Conſtante iſt. 

Man ſucht nun eine Funktion y, der Bedingung ge⸗ 

mäß, daß 

6) 9 = P. — Y. und 7) PF — Pa — — 
iſt; dieſelbe beſtimmt ſich aus der gegebenen Gleichung 1.), welche 
jetzt die nachſtehende wird, nämlich 

8) Yı+1 — yı —2, oder Yı-+h — y. —2 für h=1. 
Gelingt e8 nun, diefe Gleichung 8.) zu integriren, fo darf man 
nur diefe Funktion y, in 6.) fubflituiren, um, wenn man z 
mittelft der 5.) eliminirt hat, p, und alfo auch, wenn y flatt 
x gefeßt wird, p, fo gefunden zu haben, wie in der Aufgabe 
verlangt wird. | 
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Nimmt man aber y,=a!-ta”!, mo a eine willkühr⸗ 
liche Eonftante ift, fo giebt Die Gleichung 8.) fogleich 
y„=atar, „=azat, „=ataıt; 
und zulegt 


d. h. 
9) = — gar 4 rt 
wo a eine willführliche, abfolute oder periodifche Conftante feyn 
kann, wo alfo a eine jede Funktion von z feyn kann, welche 
ihren Werth nicht ändert, wenn z4-1 flatt z gefeßt wird. Die 
Gleichung 9.) ift nun das Integral der Gleichung 8.). 
Nimmt man daher nach 6.) 
ꝙ. — azı-i + a1, 
und eliminiert man 2 mittelft der Gleichung 5.), welche 
gi =;c liefert, fo erhält man 
10) p=ar-ta 20 ” 
. 1 
oder wenn man a?° durch b bezeichnet, 
11) a—b’+b", 
wenn ftatt b eine abfolute oder eine (nach z) periodifche und 
jedesmal willkührliche Conftante gefeßt wird, d. h. eine Funk 
fion von z, welche fich nicht ändert, wenn man 241 ftatt z 
fegt; d. h. eine Zunftion von x, welche fich nicht ändert, fo 
oft man 2x ftatt x fchreibt, fo daß alfo flatt b z. B. eine will 
Führliche Funktion von sin Zug und cos 2x gefeßt werben Fann. 
Gewöhnlich fieht man die Gleichung 1.) nämlich 
92, = 9% — 
ae ſchon als eine Differensen- Gleichung an, in welcher man aber nicht x 
h, fondern x um x gemachten fich denkt; eben fo betrachter man im 


Aigenieinen eine ſolche Gleichung wie 
IL a 3 


als eine Differenzen» Gleichung, in welcher x nicht um h oder 1, sondern 
um eine Funktion von x wächft, dergeflalt, daß £, in F, übergeht; und man _ 


— gi „—_on—1, 
y.=a" a”; 
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vergleicht dann diefe Art Differenzen» Gleichungen mit jenen Differential: 
Gleichungen, in denen dx nicht confant, fondern ſelbſt noch veränderlich if. 
— In diefer Beziehung muß man die gegenwärtige Aufgabe als ein Bei- 
ſpiel zur Integration folcher Differenzen Gleihungen anfehen, in welchen 
x nicht um etwas confantes (h oder 1) wächſt, fondern felbk noch um er | 
was Veränderliches; in fo fern nämlich x als eine Funktion son z angefe: 
ben wird, und der neue Zufland von x aus dem alten dadurch berworgeht, 
daß z um den conflanten Werth 1 wachſend gedacht wird. 


$. 122. 
Es Eommen in manchen Unterfuchungen auch Gleichungen 

vor, wie z. B. 

1) öy.ta-ayı +by = 0, 
oder Ä 
.2) lady), -Pa · dy, IP b· ay, Pey. =0, 
wo Ay, den Zuwachs von y vorſtellen fol, wenn x um 1 
wächſt. Dies find Gleichungen, in denen Differenzen und Dif: 
ferentialsKoefficienten zugleich vorkommen. Ihre Behandlung 
gehört zu dem „Kalkul mit gemifchten Differenzen”, dem wir 
bier nur feine Stelle anmweifen wollen. Bis jegt hat man we 
nig Sortfchritte darin gemacht. 


Was aber die vorſtehenden beiden Gleichungen betrifft, fo Fann man 
aus ihnen einen Werth y, finden, wenn man 


y=C.e" 
fest; fie gehen dann bezüglich über in 
3) m-a-(e"—1)+b=0, 
und in 
4) m(e" Fa" +-b-(et—1)+c=0. 


Sindet man aus 3.), oder aus 4.), Werthe von m, 3. B. m,, m,, m,, 
ma, eic. etc., fo ift, weil die beiden gegebenen Gleichungen linear find, für 
iede derfelben 
y=C,.e"?T 0, .e "0, et C, ce’... 
gu nehmen, wo C., Ca, Ca C., etc. ete. willführlihe Conſtanten vor- 
fielen. — 

Die weitere Interfuchung erlaubt und der Zwed ber gegenwärtigen 
Schrift nicht. 

Schluß 
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SchIuß-Anmerfung. 


Man kann fich auch DoppelsReihen denken, welche durch 
das allgemeine Glied u,, vorgeſtellt find, fo daß ihre Glieder 
aus u,, hervorgehen, wenn man nach und nah x, x—-h 
x--2h, x+3h, ... flat x feßt, und für jeden Werth von x, - 
auch jedesmal noch y, y+k, y-+2k, y--3k, etc. etc. ſtatt 
y ſchreibt. — Dann kann man von Differenzen Au,, A’u,, 
4®u,, etc. etc. nach x, aber auch gleichzeitig von Differengen 
Au,, A?u,, Adu,, etc. etc. nach y fprechen, und auch von 
folchen, die nach x und nach y zugleich genommen find, näm⸗ 
lich . Alu, Artuyy, Arüyy; + Amau,,; man Eann biefe 
Differenzen Partial- Differenzen nennen, und man befomme 
dann auch Partial:Differenzen:Gleichungen und beren 
integration; u. f. w. f. 

Wenn e8 aber fchon bei den einfachften Differenzen Gleis 
chungen nur felten gelingen bürfte, ein integral in endlicher 
Form zu erhalten, fo muß dies noch mehr in den zufammen: 
gefeßztern Unterfuchingen ber Ball. feyn. Deshalb Eönnen wir 
hier ‚nur die möglichen Fragen andeuten, ung aber felbft nicht 
veitee auf deren Beantivorfung einlaffen. | 


SL . | 27 


| 


Dreischntes Kapitel. | | 





. Einige Anwendungen der Differenzen⸗Rechnung. 





Erfte Abtheilung. 
Einiges über Berechnung von Tafeln mittelſt der Differenzen: Rechnung. 
$. 133, | 
Man fol alle Werthe 


"U_, U, U, U, U, U, U, U, U," 
einer ganzen Zunftion u, z. B. x—5x?46x—1 berchnn / 
für alle ganzen Zahlen _ 

.. —5, —4, —3, —2 — 1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, au 
welche ftatt x geſetzt werden. 


1) Man berechnet für h=Ax—=1, die Differenzen von u,, nämlid 
Au,=dx"—7x+2; Au,=61—4 Adu,=6d; Au,=A’, 
= elc, etc. =); 
fo hat man die allgemeinen Glieder der Ur-Reihe und ihrer erften, zmeiten, 
dritten Differenz-Neihen, mährend die Glieder der vierten und folgenden 
Differenz Reihen alle der Null gleich find. Die Ur-Reihe bilder alfo eine 
arithmetifche Reihe der dritten Ordnung. 
2) Nun ſetzt man x=0 und findet aus u,, Au,, A?a, und A’a, 


ſogleich 
Asuo — 6, a2u0 —4, =? md w=—1. 
Alſo kennt man nun alle Glieder der dritten Differenz⸗Reihe, und von jeder 
ihrer Summen-Reihen das dem Zeiger O zugehörige Glied A?u,, Au, und 
uo; und nian bildet fich daher die Glieder diefer Reihen auseinander nach 
der Sormel des $. 87.), nämlich nach der Formel 
1) Au, Au, +arru, oder 2) Pa, = Au, 4 —APtla,. 
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Dan ſchreibt alſo nun hin die den Zeigern 
4, —), —2, 1, 0, +1, +2, +3,+4,+5, +6, 
etfoechenden Glieder der . 
len D. R. - 6,6, 6, 6,6, 6, 6, 6, 6, 6, 6 
In D. R.. os, — 22, —16, —10, —4, "2, 8, 14, 20, 36, 32, 
Iten D.R. 78, 50, 238, 13, 9,—2, 0, 8, 22, 42, 78, 
MR. + 169, —91, —41, — 13, —1, 1,—1,—1, 7,29, 71,” 
indem man von den zu dem Zeiger O gehörigen Gliedern ausgeht, und, für 
die zur Rechten derfelben hinzufchreibenden Zahlen, bie Gleichung 1.), für 
bie zur Linken derfelben ſtehenden Zahlen dagegen die Gleichung 2.) anwen⸗ 
det. — Die gefundenen Glieder der Ur⸗Reihe find nun die gefuchten - 
Werthe von 
u, fürz=+, —4,—3, —2, 1, 0, +1,42, +3, +4, +5, +6, °-- 
Anmerkung Dieſem Nefultate zufolge liegt swifchen 0 0 
und 1, desgleichen zwiſchen 1 und 2, endlich auch zwifchen 3 
und 4 ein Werth von x, welcher u, = 0 macht d d. h. welcher 
der Gleichung 


Kr tr —=0 
genügt. Diefe Gleichung hat alfo Drei reelle und noch überdies 
pofitive Wurzel» Werthe. 
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Man ſoll die Werthe berfelben Funktion w, z. B. 
x? —5x?-6x—1 berechnen, für alle Werthe von x, welche 
—=3; 31; 32; 335 IA; 35; 65 375 3,85 3,9 
find. | 


Man fege 3-4 75, fo geht u, über in 
0, = (2° — %z°-+300z — 1000) - ‚2058: 
Man fett nun 
2’ — 202? + 3002 — 1000 = v,, 
berechnet fich (nach $. 123.) die Werthe von v, für z==0, 1, , 3, 4, 
5, 6, 7, 8, 9, disidirt jeden derfelben durch 1000, und man hat dann die 
gefuchten Werthe von u,. Die Rechnung macht fih fo: für hz=42—=1, 
findet fi) | 
Av, 2532? — 372,281, Av,=6bz-—34 Av,=b; 
alfo bat man jegt für z=0, vn =—100, Avo — 281, Ary=—34 
ind A’vo—=6. — Solglich berechnen fich die su den Zeigern 
27* 
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u 3% 3,4667, 8,9 

dehörigen Glieder ber 

Illten D. R. 6 66, 6, 6, 6, 6, 6, 6, 6, 

Uten D. R. —24, —28, —22, —16,—10,4, 2, 8, 14, 9, 

ItenD.RK. 281, 247, 219, 197, 181, 171, 167, 169, 177,19, 
U.R. — 1000, — 719, —472, -253, —56, 125, 296, 463, 632, 809, 

aus den su z=0 gehörigen Gliedern derfelben ohne Weiteres. Dividit |. 

man aber die Glieder der Ur⸗Reihe durch 1000, fo erhält man 

—1; —0,719; —0,4725 —0,253;5 —0,056; -+0,125; -+0,2965 -}0,463; 


0,632; 40,809 
als die zu ben Werthen 
3 313 3,23 333 3,33; 3,633; 3,63;3 373 


von x gehörigen Werthe von u, b. h. son x’ - 5526 - 1. 


Anmerkung. Bei dieſer Gelegenheit ſieht man, daß zwi⸗ 
ſhen 3,4 und 3,5 ein Wurzel⸗Werth der Gleichung 
—æ5x2 6x - 1 0 liegt. 
Man kann jetzt wieder die Werthe von u, ſuchen für bie 
Werthe von x, welche nach und nach 
— 3,40; 3,41; 3,42; 3,43; 3,44; 3,455 3,46; 3,47; 3,48; 3,49 


gefeßt werden, indem man x— 344 70, feßt, und auf eine F. 
ganz analoge Weife verfährt. " 


Dadurch ift aber das, was im I. Bd.) über die mumere | 
fhe Auflöfung der höhern Gleichungen geſagt fich Binder, ver: 
vollſtändigt. 
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Berehnung von 2ogarithmen » Tafeln. 


Es iſt allemal, fobald u, den Brigg’fchen Logarithmen 
von x vorficht (nach I. 38. $. 69.) 
_ dogx 
= ng log 10° 
wenn Zogx und log 10 —8 (Neper’fche) Logarithmen 


bedeuten. Bezeichnet man 





1 gen 
Tog 10° welches ein für allemal 
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berechnet werden Fann, durch M (diefe Zahl M Heißt der Mo: 

dul des Brigg’fchen Engarkfuuc Syſtems), fo bat man 
=M.logx; 

ilſo finder fich für har | 


nl h\_ (R b bo he 
0, = Melog (IH 2) = MI tt), 
Daraus folgt weiter 


tt) 
O9h3 
eu,=Ml+-)*) 


fm — Malle 2 cin Heiner Bruch, fo werden bie 


Differenzen Au,, A?u,, Afu,, Atu,, “ nach und nach immer 
feiner und fo Außerft Elein, Daß die übrigen eine lange Zeit 
außer Acht gelaffen werden Fönnen; d. h. wenn man bie Loga⸗ 
rithmen bis auf zehn Decimalftelen berechnen wi, fo kann 
han diejenige Differenz und dann alle folgenden außer Acht 
affen, die fo Elein ift, daß fie auf die erften zehn Decimalſtellen 
es Logarithmen Feinen Einfluß mehr ausübt. 
Denkt man ſich 3.9. die Brigg'ſchen Logarithmen 


Un un Us U, u, u 
er Zahlen | 
10000, 10001, 10002, 10003, 10004, 10005, etc. ete, 


*) Wir erinnern den Lefer daran, daß A’u, 3.2. gefunden wird, wenn 

tan von det Gleichung 
‚u, =w—1)’uı, =u,3— u, tu, 418, 
» 4°u, = log(x-+3h) — 3log(x-+2b) +3log(x+b)—logx 
3h 2h h 
= log (1 4 =) —3log (1 + =) -F3log (1+ =) 

usgeht, diefe drei Logarithmen nach der bekannten Reihe für Zog(1-Fx) 
B Reihen verwandelt, die nach Potenzen von a fortlaufen, daun aber 
ieſe drei Meihen in eine einzige vereinigt. 
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fo fm ſich für fe, weil h=1 und x= 10000 if, 
Aus 0,00004 34273 76863 
A?u, = — 0,00000 00043 42076 
4’a0 = 0,00000 00000 00868. 
Deshalb ann man Atuo. A’u., etc. etc., aber auch A*u,, A’u,, etc. ete. 
und A*u,, A"u,, etc, etc. ete,, welche bezüglich, weil x größer geworden 
ift, noch Fleiner feyn werben, eine lange Zeit hindurch außer Acht laſſen. 
Man denkt fich daher die Glieder der dritten Differenz Xeihe alle einander 
gleich, berechnet daraus und aus dem direkt berechneten Au, die Glieder 
der zweiten Differenz» Reihe bloß durch fortgefeste Addition, Daraus die Glie⸗ 
der der erfien Differenz⸗Reihe, in fo fern das Glied Au, durch direkte Be 
‚ rechnung befannt ift, und daraus, fo wie aus u, — A, die Glieder der Ur⸗ 
Reihe ſelbſt. Diefe Iegteren find dann die gefuchten Logarithmen. 


Da nach $. 91.1) 
U, = UGFn,Aug nz Ausg Auot ng Atuot +4 | 
if, wo n,, n,, n,,.n,, etc. etc. Binomial: Koefficienten find, 
fo folge, daB wenn nm fehr groß wird, dann Die Glieder 
nu, Fnz-Aruo + - +aru, doch bedeutend genug mer: 
den können und daher nicht mehr außer Acht gelaſſen wer⸗ 
den dürfen. 


Roi an bei 
Weil aber A*u,, wenn u, ==M.lögx ift, mit dem Gliede — NZ . 


beginnt, fo würde Das Öite Glich u,. d. h. Z0g10050, je nachdem man 
das Glied n.-A*a, megläßt oder noch binzunimmt, um , 
—— N größer oder Eleiner werden, während M jnv 
ſchen J und 5 Liegt. Diefer Unterfchied, als Deeimal-Bruch ausgedrüdt, 
bat noch in den 10 erſten Deeimalftellen lauter Nullen; alfo Fann man auf 
dieſem Wege die Logarithmen der Zahlen 10000 bis 10050 bis auf 10 De 
eimalficllen genau berechnen, wenn man nur die ganze Rechnung mit 15 De 
eimalftellen führt. — Um eine Kontrolle der Rechnung gu haben, muß man 
von Zeit zu Zeit einzelne Logarithmen, z. B. die der zufammengefegten Zah⸗ 
‚len, direkt berechnen, welche Iegteren durch Addition der Logarithmen ihrer 
Saktoren erhalten werden. 


Hörte aber bei 10051 die Genauigkeit der Nechnung auf, fo würde 
man von vorn anfangen, und 


log 10050, log 10051, log 10052, log 10053, log 10054, etc. etc, 
Durch 





Uo Un ‚Us, Us u. etc, etc, 
vorkellen, fir x=>10050 und h= 1, die Werthe Aus, A?ao, A’u, direkt 
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aus den Sormeln berechnen, und nun aus -det dritten Differenz Reihe bie 
zweite, aus dieſer die erſte, und aus dieſer zuletzt wieder die ur⸗Reihe durch 
fortgeſetzte Addition bilden. — U. ſ. f. — 

Zur Berechnung der Differenzen Aus, A’u,, Aëu,, etc. 
etc. aus u=M-logx, kann man ſich auch noch viel ſchnel⸗ 
ler -convergirende Neihen bilden. Man nimmt nämlich) nad) 
$. 67. des I. Bos.) für ax=h, 

1) au, =M.log (x--h)—M-log x 


tl) + Eu ++] 


Hernach hat man noch | 
a?u,=M-log (x-+2h) —2M log (x-+-h)-+M.log x. 


Geht man nun von 
| . h 
log (<-+h)—log x= log (1--—.) | 
h ,h,,bs he 
= (gig tigtigt) 
ms, feßt man bier —h flatt h, addirt man dann die beiden 


Gleichungen, und wird zulegt noch x-+-h flat x gelegt, fo er 
hält man für Aax—=h, 


PS ET RER FB 


Will man nur eine Genauigkeit in den sehn erftern Deci⸗ 


malſtellen, denft man fih h=1 und x10000, fo reichen 


in 1.) die zwei erſten Glieder, in 2.) aber reicht fchon das 


erſte Glied allein aus, um die gewünſchte Genauigkeit zu geben *). 


ry-'r 


$. 126. . 

Berehnung von Sinus: und Koſinus⸗ Tafeln. N 

J. Zur Berechnung der Sinus: Tafeln wendet man auf 

eine fehr bequeme Weiſe die Formel an 


Mehr hierüber findet man in den neuern Turiner Memoiren von 
Jar 170 — A von Delambre. 
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W>=u,+t4u, =u,-+4u,t%4?u0- 
Sie giebt, wenn man unter u,, u,, u, bezüglich sinz, 
sin (x<-h), sin (x+2h) verſteht, zunächſt 
- Au, = sin (x-+h)— sin x = 200s (x zb). sin Ih 
au, = 2sin zb-[cos (x +3h)— cos (x4-3h)] 
= Xsin 4h)?-sin x-+-b) 


und dann 


1) san(z-+2h)= sin (x-+h)-+[sin +) —sin x] 
' — %(sin 4h)?- sin (<-+-h). 


Diefe Formel 1.) wird aan auf folgende Art zur Berechnung der 
ein 20, sin3°, sin4°, sin5°, sin6°, etc. etc. benutzt. Man fett näm⸗ 
lich h=1°, alfo bh =mz und berechnet fih aus der Reihe 

x? x⸗ 
D in=ı- +5 — 71 +51 ... 
den Sinus von 5 Grad, indem man nach ber eoportia 
180: =4%:x, =: 


findet, mo « den halben Umfang bes Kreiſes für den Radius 1 vorftellt und 
diefe Zahl flatt x in 2.) ſubſtituirt. Gert man dann in 2.) flatt x die 
Doppelt fo große Zahl, fo findet man auch noch sin 1° direft. — Hernach 
aber fegt man in die Sormel 1.) zuerſt h= 1°, und fiatt x nad) und nad 
0°, 19, 2°, 3%, 49, ... bis 60°, und man erhält, nach Delambre, diefe 
Sinus big auf 10 Derimalfichen genau. Die Rechnung wird erleichtert, 
wenn man 2(sin ih)? ein für allemal mit den neun Ziffern 1, 2, 3,4 
5, 6, 7, 8, 9 multiglieirt, um fiatt der Multiplikation von 2(szz Sh)? mit 
sin(x-+b) die einzelnen Reihen bloß addiren zu Dürfen, Nachgehends wen 
des man bie Formel 
sin(60°--o) = sin(60° —o)-+ sin» 
an, um die Sinus von 60° bis zu 90° zu berechnen. 
Zur Kontrolle der Rechnung dienen 
sin13° = Y3— Vi; sin18°—=4V5—%; sin30°=4; 
sin45° —3YV2;  sind4°—y(YS+1); sir 60°=4y3, 
Auf diefelbe Weife kann man aber auch dann die Sinus von Mint 
gu Minute, oder von 10 Sekunden zu 10 Sekunden berechnen. 


Setzt man aber in der Gleichung 1) x—2h flatt x, ſo 
erhält man noch 
3) sin (x—2h) = sin (x —h) — [sin x— sin (x—h)] 
— sin 4b)? -gin (a—h). 
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sietelft biefer Formel kann man bie Sinus auch rückwärts bes 
Inen, indem man von sin 90° = 1 ausgeht. 

11. Wendet man die von Legendre gegebene Sormel 

. 108, Rote) 

A (sin x) = —_ sin 4h) [A "!sin xt” sinx] 
um A(Sin x), A?(sın x), A®(sın x), A*(sin x), etc. etc, etwa 
e x—=0 gu berechnen, fo kann man dis Sinus aller Bogen, 
ie im vorhergehenden Paragraphen die Logarithmen durch fort, 
feßte Bildung der dritten / zweiten und erſten Differenz⸗Reihe 
rechnen *). 


$. 126bi-. | 
Bereihnung ber Togarliimen der Sinus und Koftnus in Tafeln. 
1. Um die Logarithmen der Sinus zu berechnen, dazu 
lägt Delambre die Gleichung vor 
1) log-sin(&--b) = log. sin x4-2M. (er 


1 Asın X Asin X 

Hilo — — m ] 
nd er empfiehlt, letztere dazu zu gebrauchen, um Zog-sınx 
on 45° big zu 909 "zu berechnen. Die Logarithmen der Sis 
us der Winkel unter 45° finden ſich dann aus der Gleichung 
2) log- sin 9 = log-sin p— (log-cos 3p-Flog 2). | 

II. Die Taylorfche Reihe giebt 

3) log. sin x = log- sin (x+h)— log- sin 


= colgx-h—(l-+coig x?)- arte 


nd bier reichen die zwei erften Glieder aus, um Alog- sin x 
u liefern, wenn h fehr Elein iſt. 





H Auf diefem Wege find unter Prony’s Leitung die großen Sinus + 
Safeln von 0,00001 zu 0,00001 des Quadranten, in dem Cadaſtre⸗Büreau 
u Paris, berechnet worden, von denen zwei gleichlautende Abfchriften in die 
Ichive des Längenbürenu's der Sternwarte zu Paris niedergelegt wor⸗ 
en ſind. | 


2 
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II. Es if 
2sınx-Asinx=sinx-Hsin(x-+h), 
allo 
Asin x sin (x -Fb) — sin x j 
Ssinx-tasınz Sr ig 3b. cotg & ih) 
Subſtituirt man dies in die Formel 1.), fo wird folche brauch 
bar, um bereit8 vorhandene Tafeln zu 'verificiren, indem man 
die Glieder der Neihe dadurch berechnet, daß man die Logarith⸗ 
men der Tangenten und Kotangenten aus den gegebenen Tas 
feln felbft nimmt, da die Zehler in den letztern Decimalſtellen 
bei dieſer Rechnung Eeinen Einfluß ausüben. 


Auf diefen Wege bat Delambre mehrere Unrichtigfeiten in ben gro⸗ 
en. Vlacq'ſchen Tafeln entdeckt *). 


Zweite Abtheilung.. 
Bon der Interpolation. 
$. 127. 


Iſt u eine, entweder wirklich unbekannte Funktion von x, | 
oder eine, zwar bekannte Funktion von x, welche man aber efwa 
wegen ihrer, zu numerifchen Rechnungen unbequemen Form ignos 
riren will; kennt man ferner zu m Werthen x 5 Xz, X,, + 2, 
von x die zugehörigen Werthe u,, U,, U;, + u, bon u, ale 
in Ziffern ausgedrückt, und fucht man nun zu gegebenen Wer: 
then von x, welche. zwiſchen dieſen n Werthen liegen, die zuge 
hörigen Werthe von u, fo fagt man: „man wolle Werthe von 
u interpoliren oder einſchalten. — 





) Delambre findet noch, indem er in der Reihe für log(1-Fy) 
— 1° flatt y fchreibt 
log 1—1?)= —M(z? +42°+42° 12° + ..)5 
und daraus, indem er z=sinx alſo 1—2?—=cosx? nimmt 
logeosx = — Mgsinx?-+isinx* +isinx te.) 
Diefe Formel it ungemein fchnell convergent, fo lange x noch Flein if. 
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$. 128. 


Das einfachfte Mittel, wenn z. B. zu vier Werthen von 
x die bier Werthe von u bekannt find, folche Zwiſchen⸗Werthe 
von u zu finden, befteht darin, daß man flatt u eine ganz bes 
liebige Sunftion x fegt mit vier noch unbeſtimmten Koef⸗ 
ficienten a, b, c, d, z. B. 


__atbx-tex? 
J 


oder 
u=a-tb-sinx+c-cosx-4-dx?, 
Dann im diefe Gleichung nach und nad). jedes der vier zuſam⸗ 
mengehörigen Paare x,,u,;5 Koyüpg; xg, us, zuletzt 
x,„u, ſtatt x und u ſubſtituirt, — aus ben vier dadurch 
bervorgehenden Gleichungen aber, die vier Unbekannten a, b, c 
und d finde. — Diefe gefundenen Werthe werden dann flatt 
a, b, ce und d in die genommene Gleichung (©.) ſubſtituirt, 
und die fo beflimmte Sleichuns (O.) iſt dann eine Interpo⸗ 
lations-Formel. 

Die genommene Gleichung (O) liefert nämlich nun, zu den Werthen 
Kr, Xa, X, UNd x, non x, genau wieder die Werthe u,, u,, U, UNd u, 


son u; an diefen Stellen fällt alfo die in ©.) gefundene Funktion u 
mit der wirklichen unbekannten oder ignorirten Sunftion u, zuſammen. Für 


die Zwiſchen⸗Werthe von x liefert aber nun die Gleichung O.) ebenfalls 


(©). 


zugehörige Werthe von u, welche zwar nicht mit den Werthen genau us 
ſammenfallen werden, welche die unbefannte oder ignorirte wirkliche Funke 
- tion u, geliefert haben würde, von denen man aber anuimmt, daß fie von 


den lexteren fehr wenig nur abweichen*). 


*) Donkt man ſich x und u ald Koordinaten-Werthe, fo drückt die 
genommene Gleichung ©.) eine Kurve aus, welche mit der durch die Glei⸗ 
dung u=u, gegebenen Kurve, (menn u, Die unbekannte oder ignorirte 
Funktion if) die 4 gu xx, X X,, x, gehörigen Punkte gemein hat, 
in allen übrigen Punkten aber von der Testern Kurve verfchieden ſeyn wird, 
mährend man hofft, daß dieſer Interfchied der Ordinaten zwiſchen dieſen 
vier Punkten nur unbedeutend if. 
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$. 129. 


Statt aber eine belichige Funktion von x gu nehmen, 
nimmt man gewöhnlich die einfachfte unter allen, nämlich eine 
ganze (algebraifche rationale) Funktion von x, d. 5. man fett 


(Q-.- u=a-4bx+cx?-4-.dx?, 
und beftimmt auf die vorbefchriebene Weiſe die unbeftimmt ge 
laffenen Koefficienten a, b, c und d. 
Die Hauptfache bleibt nun die Trage: durch welche Mech: 
nung lafien ſich aus den vier Gleichungen 
u, =a-tbx,-+cx,?-+dx,? 
u, =a-tbx,-+ ex,?-+-dx,? 
u, =a+tbx, Fox? 4-dx,® 
u, =a-+-bx,+ex,’-4-dx,? 
bie vier Unbekannten a, b, c und d am bequemfien finden? — 
Laplace, welcher von dem Princip der fucceffiven Annä⸗ 
herung ausging, ftellte diefe ganze Funktion von x in der fol 
genden Form hin, nämlich ganz allgemein 
I. u=u,+%—x,).du,4+&—x,)&—x,)-ö?u, 
+&—x,)&—x2,)&—x;)d;u, +, 
two die Koefficienten du,, Ö?u,, 5°’u, beſtimmt werden aus 
den Gleichungen 





u,—Uu, — ug — u, —u 
u, ee, uw , u, =——, 
Koi, As Xz Ka Xz 
u.—Uu 
du, = 5 4 
X.— X. 
du,— du dus— du: öwu,.— du 
KaXı x Ku %, X, 
D ’ 
4, Xi Ai, 
u, — Hu 
u, = — h 
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Diefe Form läßt ſich aber auf beliebig viel zum interpoliren 
benugte Werthe von x ausdehnen *). 

Man wird aber diefe Formel nur dann anwenden, wenn man bemerkt, 
daß in dem Schema 

öur ÖUs, ÖU;; du,; us 
Su, Hu, Hu, Say 
Sun 65a, S’u, ⸗* 
u, un ⸗* 

die Glieder der folgenden und namentlich die ber letztern Horizontal⸗Reihen 
fehr Elein werden; und man wird dann in der I) fo viele Glieder nehmen, 
daß das legte mit diefen: fehr Fleinen Koefficienten 5’a,, oder S*u,, oder 
5’u,, etc. bereits verfehen ift. 


$. 130. 


Verfolgt man die Bildung der Ausdrücke für du,, 6?u,, 
5>u,, fo finder man, daß Su, fich nicht verändert, wenn bie 
Zeiger 1 und 2 an x (und u) beliebig mit einander vertaufcht 
werden; daß 5?u, fich nicht verändert, wenn man die Zeiger 
1, 2, 3, an x (und u) belichig mit einander vertaufcht; daß 
endlich auch S?u, unverändert bleibt, wenn man die Zeiger 1, 
2, 3, 4 an x (und u) beliebig mit einander vertaufcht, wenn 
nur diefe Vertaufchung bei x und u zugleih und gleichmäßig 
geichieht. 

Bezeichnet man daher die Koefficienten 





Man findet diefe Formel L), wenn man die ganze Zunftion €.) for 

gleich in diefer Form annimmt, nämlich 
u=u, -(x—x,).su, +(&—x,)(X<—x,)-ö°u, 
-+(zx— x,)(x<—3,)(x—x,)-5°’u, 
mit den unbeftimmten Kocfficienten Su,, 5?u,, 5°’u,, — und in fie flatt 
x und u, nach und nad) x, und u,, dann x, und u,, endlich x, ımd u, 
fubftituirt. Aus den dadurch hervorgehenden Gleichungen 
w=urt(xX.—X,) du, W=U, +2; —x,)-5u. +X —x,)(X,—x,)&u, 
und w=u tr X) 50 HR —X,)(X, —X,)-6°u, 
E. — x) —%.)(X —x;)-ö°’u, 

werden dann die durch Su,, S?u,, 5’u, bezeichneten und vorher unbeftinmmt 


gelaffenen Koefficienten ohne Weiteres, fo wie fie oben gefunden find, 
beftinmt. 
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öu,, Ö’u,, ö’u,, ö*u, 
bezüglich durch [H2J, [3 30, [1,%,3,45) 
ſo iſt 12-121, [1,2,31 * [41,3] =T3, 1,2] = ete. 
fo wie [19,354] = [331,4] = etc. etc. etc. 
Und dieſe Ausdrücke bilden fi aus dem Schema 

11. 9,3} 

2 ı2 9 

— Er 03141 1 12,3,4,51 
= ne {a 5] [3,4,5] 


Mn mM 
no » 


| 


— EA — — 


auf folgende Weile Jedes Glied in jeder Vertifals Reihe die 


ſes Schema wird nämlich gefunden, wenn man die Differenz 
der beiden Glicder in der nächft vorhergehenden Vertikal⸗Reihe, 
zwiſchen denen das gu findende im Schema fichtbar ift, durd 
die Differenz; x—x, dividirt, wenn flatt » Die legte Ziffer des 
Minuenden, flatt z. dagegen Die erfte Ziffer des Subtrahenden 
in ber dur) z,— x, zu dividirenden Differenz gefeßt wird. 
Und hat man diefe Werthe berechnet, fo ift die Interpola⸗ 
tions⸗Formel 1.) jet fo gu nehmen 
L. u=u+(@&—x,)[1,23+&—x,)&—x2)[1,2,3] 
+&-23,)a 2) 38 )[u 434] 


$. 131. 
Sn einer andern Form giebt Lagrange das End⸗Reſultat 


— 


der zu Anfange des vorhergehenden Paragraphen angedeuteten 


Rechnung. Diefer findet nämlich die. Formel C. des $. 120.) 
in der. Form 
IL (X—X%;) (x —x%;) (x —Xx,) 


u FETT Te ET Tee 
EIN RR)R—R) 
(Kg —X,) (X —X3) (X —Xx,) 
Ex) RR) Rx) 
(x 3 —XKı) (Ka —- X,) (Æs —x,) 


+ K—X,)A—X)R—%5) 14 


(. —X,) RR, -)G —%3) 


k 
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Man fieht es der Formel fogleich an, daß fle für z—x,, X., X,, x, 
allemal bezüglich u=u,, u, u,, us liefert, und daß fie rechts in eine 
ganze Funktion von x vom dritten Grade unigeformt werden kann. — uch 
ift es jedem Anfänger leicht, diefelbe Sormel für den Sal auszudehnen, wo 
mehr oder weniger ald vier Werthe zum Interpoliren benugt werden follen. 
Sollen 5. B. nur die zwei Paare von Werthen x,, u, und z,, u, benugt 
werden, fo erhält man 
_(&—x,;). x—X%} 
9 
wo w’ bie ſtatt der unbekannten ober ignorirten Funktion u, jet gefehte 
game Funktion (vom erften Grade) if. — Und will man auch noch das 
dritte Paar Werthe, nämlich x,, u, zum Interpoliren benugen, fo erhält 
man die ganze Funktion wu’ vom zweiten Grade, nämlich 
MW (<—x,)(x<—x;) (<—x,)(X<—X;) 
u (&—xX,) (X: —5 u a X) 75 
4 (<—x,)(x<—x,) 
(X; —x,)(X5 2) 


weiche jetzt flatt der geſuchten oder ignorirten Funktion u, * wird *). 








Man kann aus dieſen Formen des Lagrange auch leicht wieder 
die des Laplace ableiten. Aus 1 io nimlich augenblicklich 
1) want) It ]=ut@ 2). 
Aus 2.) dagegen, wenn man die 1) fubtrahirt, ergiebt fich 
.Y) "=wW+(&—x,)@—x;) 
Us L 
x Immun * (X.—X,)(x2.—X;) + en] 
= wW--(zx—x,)(X—x,).ö°’u.. 
Und aus II.) ergiebt fih, wenn man die 2.) fubtrahirt 
3) u=u’+(x—x,)X&—x,)(x—x;) 
Zr , 
x ee *ẽ —— &2—x,) 
U; U4 
Bu (X, —Xı)(X5;—X,3)(X3—Xx,) * EX.- XDX. — X.) X. —%;) 
= u’ -(x—x,)(X—2,)(&—x;):ö°0,. 


Addirt man aber alte drei Iesteren Gleichungen und hebt man links und 


rechts die w und uw gegenfeitig weg, fo erhält man 
u=u, Xx) ‚Su, pX—z)(XX,)- -ö?u, 
+a—xı)(X&—-2,)(2X—x,).ö’u,, 
wo die Su,, 52u,, 5°a, die in den vefigen Klammern fiehenden Ausdrücke 
bedeuten. Dies ift aber die Form des Laplace $. 129.1) oder $.130. IL). 
‚Aus diefer Betrachtung geht zugleich die Spmmetrie der durch su, 
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Anmerkung Es tft ſehr leicht, nach dem Muſter der 
Lagrange’fchen Sormel, noch neue Interpolations⸗Formeln 
gu bilden, welche zwar nicht mit einander übereinftihmen, von 
benen aber jede die gegebenen Werthe von u genau liefert, und 
Zwiſchen⸗Werthe berechnen läßt. Nimmt man z. B. 

sin p(X —x,)-sin g(x — x,) ˖ sin rix . 
.. sMmp(X,—xX,)' sin qx, —%,)sinr(X,—X,) 
sin p(x —x,)-sin q(x —X,)- sınri(x —X) 
ar pP/&,—x,)-sin q’(X2 — X,)-sin RX) 
sin px —— qu —x,)- :sinrl(x -x,) 
tz p'(x,—x,)- sin q (x; —X,)"sin tx, —X,) "N 
sin p!Xx —x,) sin ql(x —x,)- sin rl!l(x —%) 
sin p"'(x,— x ,)- sin q’(x,—X,) "sin r!l(x,— x) 
wo p, g, Tr, pl, gi, ri, pl, qu und rl ganz beliebige reelle 
Zahlen vorftelen, — fo hat man nach den verfchiedenen Wer 
then diefer Tegtern, unendlich viele franfcendente Funktionen von 


—4 


derſelben Form, welche für x X, X2, Rs, 2, nach ber Neie | 


u=u. U, U; us liefern, welche aljo als Interpolations⸗ 
Formeln gebraucht werben Eönnen (nach $. 128.). 

Und nimmt man diefelbe Form, feßt man aber flatt der 
Einug, jeßt Tangenten, fo hat man abermals unendlich vie, 
teiederum francfendente Sinterpolations- Formeln. 

Ale dieſe Formeln würden jedoch wenig Bequemlichkeit in 
der Rechnung gewähren. 


$% 132. 
Ende giebt (nach Gauß*) den Rath, die zum Interpoliren mit 


telft der Form des Laplace ($. 130. H.) zu benugenden Werthe 
von 





oder [1, 2], 5?u, oder [t, 2,3], s$’u, oder [1, 2,3, 4] bezeichneten 
Ausdrücke augenfällig hervor, während die Gleichungen 1°), 2.) und 3°.) 
deutlich fehen Iaffen, daß jedes folgende Glied der Laplace’fchen Form 
eine neue Eorreftion ift, des bis gu dieſem Gliede für u genommenen 
Ausdrucks. 

*) S. Berliner aftronom. Sahrbuch fr das Sahr 1830. Berlin 1828. 
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von x (und u) jedesmal fo zu wählen, daß man von dem 
Merthe von x (und zugehörigem Werthe von u) ausgeht, wel⸗ 
cher dem x am nächften liegt, und folchen nach und nach durch 
Diejenigen Werthe von x (und u) verbeffert, welche abmechfelnd 
auf beiden Seiten des beftimmten Werthes x liegen und immer. 
der Neihe nach die nächften find. Man kann zu dem Ende bie 
Sormel II. des $. 130.) vorher danach umformen, wenn man 
nur eben fo viele zum Interpoliren zu benugende Werthe 
von x (und u) hat, tvelche dem beftimmten Werth x (u wel⸗ 
chem dag zugehörige u gefunden werden fol) der Größe nach 
vorausgehen, als auch folche, die diefem beftimmten Werthe 
von x der Größe nach folgen. j 
Sind 5. DB. die der Größe nach geordneten Werthe von x 
durch) X,, X-, Xg5 Xgs Xg, etc. vorgeftellt, und liegt x zwi⸗ 
fchen x, und x,, aber dent x, näher ald dem x,, fo Fann 
man in der Form II. des $. 130.) zuerft x,, dann x,, her 
nach x, und zulegt x, benugen, und fie nimmf dann, wenn 
daſelbſt 3, 2, 4, 1 ſtatt bezüglich 1, 2, 3, 4 fubflituirt und 
Dabei die Gleichheit der Ausdrücke [2,3,4], [3,4,2J, etc. etc. 
beachtet wird, mie folche im $. 130.) bemerkbar gemacht wor: 
den, — bie folgende Form an: 
IV. au=wtr&R—3)[ 3) +@—x3)(&—x2)[2, 3,4] 
+@&-— 2) &—R,)&—x,)[1, 2, 3,4) 
Diefer Sorm würde man ſich aljo bedienen, wenn x zwi⸗ 
(dem x, und x, und dem x, näher läge, als dem x,. — 
Dabei liegen die Differeng«Wertbe [2,3], [3,4], [1,2,3,4] 
im Schema des $. 130.) alle der Reihe nach abwechfelnd ober: 
halb und unterhalb eines und deſſelben Horigontalfiriches, der 
im gedachten Schema zwiſchen u, und [2,3] gedacht wird, der 
alfo auch zwifchen u, und u,, aber dem u, näher liegt. 
Liege x abermals zwifchen x, und x,, aber bem x, nä— 
ber, fo nimmt man zuerft x,, dann x,, hernach x,, zuletzt x,, 
und die Formel $. 130. 11.) ändert fich dann fo um: | 
Bd. I . 28 
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V. — NR RL 2,3] 

+&—x.)(&—x,)(x&—x,)[1,? 13,4), 
“welche Form jeßt gebraucht wird, immer unter der Voraus: 
fegung, daß unter x,, X⸗, Xxg, Xg, X, die der Größe nach auf 
einander folgenden Werthe von x verflanden werden. — Dabei 
liegen die jegt gebrauchten Differenz: Größen [2,3], [1,2,3), 
([1,2,3,4] der Reihe nach abmwechfelnd (im Schema: des $. 130.) 
unterhalb und oberhalb des Horisontal-Striches, der zwiſchen 
u, aud [2,3] gedacht wird, der alfo zwiſchen u, umnd u,, aber 
dem u, näher liegt. 

Und liege x zwiſchen x, und x,, fo wird man x, gar 
nicht, dagegen x, benußen, und zwar, wenn x dem x, nähe 
als dem x, liegt, zuerſt x,, dann x,, hernach x,, zulegt x, 1 
fo daß die Formel II. des $. 130.) jet fo umgeformt wirh, 
nämlich 

VI. v=w,+&ß—:,)8,4]+@—x)&—2,)033,4 
+&—2%:)&—%,)(&—2%,)[2337,45]; 
und diefe Form ift es alfo, welche jet benußt wird. — Die | 
hier gebrauchten Differenz: Werthe [3,4], [434], [23,45] 
liegen jegt der Neihe nach abmwechfelnd unterhalb und oberhalb 
des Horisontal-Stricheg, welcher im Schema des $. 130.) zwi⸗ 
ſchen u, und [3,4] hindurchgedacht wird, welcher alfo zwiſchen 
u, und u,, aber dem u, näher liegt. Ä 


$. 139. 


I. Denkt man fich die Differenzen der auf einander fol 
genden Wertbe X, X2, Xs, Xp bon x, alle einander 
gleih und? —=h, fo liefert die Formel $. 102. L), wenn man 
dafelbft zuerft x, flaft x, und dann x flat x,t-nh ſubſti⸗ 
tuirt, fo daß 
Xx—X, 

h 
gefeßt werden muß, fogleich die Sinterpolationg:- Formel 


ſtatt n 





1) t= 
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2) u=uttant I. HD, Sue. 


Denn diefe Formel enthält zur Rechten, weil t — — iſt, 





eine ganze Funktion von x, und giebt, ſo oft x—=x,, 
oder x=x,, oder x=x%, oder xx, elc elc 
gelegt wird, infofern dann t=1, 2, 3 oder 4, etc. ge 
nommen: werden muß (nach $. 91. 1.), allemal auch die gege 
benen sugehörigen Werthe Un, U, Ug, U,, etc. etc. (aus denen 
die Differenzen Au,, A?u,, A®u, etc. berechnet worden find). 

Diefer Jnterpolations-Zormel bediente man fich früher ge 
möhnlich; fie geht aber auch aus der Formel II. des $. 130.) 
hervor. Man findet nämlich unter der jehigen Vorausfeßung 
daſelbſt 


=, ee ee 


and Deshalb geht die Formel $. 130. 1) fogleih in die vor: 
liegende 2.) über. 
U. Die Formel $. 132. IV.) giebt dagegen unfer der jetzi⸗ 
gen Vorausfegung, während x zwiſchen x, und x,, dem x, 
aber näher gedacht bleibt, und wenn 
Xs 


3) —=t geſetzt wird, | 
N au, Li — Bu 





4) usew,—t-au,.t 


Die Formel $. 132. V.) dagegen, wo x abermals zwifchen x, 
und x, ..und dem x, näher gedacht ift, giebt, wenn 


5) R—%e 





—t gefegt wird, 


6) u=u,tt- u —) -A?u Raute u) 





*) Für die wirkliche Ausrechnung fchr:ibt man die Zormeln 4.) und 6.) 


noch fo: 
28 * 
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Was aber die Anwendung biefer Formeln betrift, fo wird man, wenn 
genug Werthe von u zu Gebote fiehen, fo viele Glieder nehmen, bis die 
folgenden der Differenzen A?u, A?’u, A*u, A’u, etc. etc, fehr klein werden. 
Würden letztere nämlich zuletzt der Null genau gleich, fo wäre bie unbe 


kannte und ignorirte Funktion u, felbft eine ganze Funktion von x (nah 


den S.S. 101. und 93.), und dann würde jede biefer Interpolations⸗ Formeln 
mit ihr genau sufammenfallen, auch in allen Zwifchen- Werthen. 


$. 134. 


” 
a U ann 


In dem befonderen Falle, wo x genau in der Mitte zwi : 


fhen x, und x, liegt, wo alfo im $. 133. N. 6.) t= 
feyn follte, würde Diefe Formel 6.) felbft werden, wenn man 
bis zu A*u, fortgeht, | 
1) uw tr, — Hu, Hau, tu, 
Unter derfelben Vorausſetzung giebt aber die Formel $. 131. 
N. 4.) noch, weil daſelbſt t=— + genommen werden muß, 
) vu, tat ratu,. 
Addirt man nun beide Nefultate, und nimmt man von de 
Summe die Hälfte, fo hat man zulegt 
3) u=rHwtu,)— lau, +Au,)+735latuo Au), 
wo die Differenzen immer über und unter einem durch x, und 
x, gegogenen Horisontal-Striche nächft anliegen, fobald man 
fie nach dem Schema des $. 130.) bildet. Setzt man aber 
w+tu,=k Au-tau,=k, Au tatu, =kl 
Su_,+t4su, — kt, u. ſ. w. f. 
fo geht die Form 3.) noch über in Ä 
4) u=zlk—z[k'— Lelk!— 2 | kN — DD» 
wo x_,, etc. Werthe von x vorſtellen, die dem Xo noch an 
Größe vorausgehen. 








4) u=u, (u, a2u,— lan !Z®urn,)]) 
wo t die Bedeutung in 3.) hat; — und 
6) u=m +t( au, + [a°u,+ (a ‘+ —ur)]). 


mo t die Bedeutung in 5.) hat, während Atu, vorausſetzt, dag man ned 
xo<x;, und das zugehörige u. zum interpoliren benügt habe. 
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Nach diefer Formel rechnet man bequem, und fie giebt u 
oft aus zwei Gliedern berfelben genau genug, wenn nämlich die 
Aten Differenzen fchon fehr Klein feyn follten, fo daß fie außer 
Acht gelaſſen werden können. 

Will man aber zwiſchen u, und u, drei Glieder eins 
fhalten, fo. kann man zuerft zwiſchen je zwei Gliedern genau 
in die Mitte eines einfchalten nach der vorftehenden Formel; 
dann aber, nachdem die neuen Differenzen 'gebildet find, zwi⸗ 
fhen dieſem und x,, und zwiſchen dieſem und x, jedesmal 
noch eines einfchalten, und dazu fich: derfelben Formel bedienen. 
— U. ſ. w.f. 


Dritte Abtheilung. 
- Summation endlicher Reihen. 
$. 135. 
Die Sormel $. 102. IV.), nämlich 


(©) ... £+ + fx -+2h + .. 4 —— — fern — 2, 
giebt die Summe von n Gliedern einer. Neihe, welche alle aus 
einem allgemeinen Gliede £ dadurch hervorgehen, dag man ſtatt 
x nach und nad) n verfchiedene, um gleichviel (nämlich um h) 
von einander verfchiedene Werthe fest; — fobald man nur aus 
dem gegebenen % dies endliche integral 26, zu finden im 
Stande ift. 

Setzt man alfo z. B. ſtatt £ nach und nach die Funktionen, für welche 
Man Cin den $.$. 105. 107. 108. und 109.) die endlichen Integrale finden 


Tonnte, fo erhält man die Summen der n erften Glicder einer größeren Ans 


zahl folcher Reihen. Namentlich geht aus $. 105. N. 2.) 
artnh x 
x+h 2b n—1 —ä@ 
1) that part. Hartendh 


hewor. Dies ift die Summe ber erften n Glieder einer fogenannten geo- 
metriſchen Progreffion, die man in den Elementen auch auf andere Weife 
findet (S. I. 3b. pag. 87. N. 6.). 

Ferner aus $. 107. A. 1.) 
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2), Lehel Hohe... 2a 1b 
| _ atmet Her 
(m-+1)h 
mein nur m pofitio oder negativ ganz oder Null iſt. 
Aus $. 107. B. 1.) ergiebt fich ferner 
3) he Herr +41)" 
_(«& +nhymtil-h_ zmt+il—h 
(m+ 1)h _ 
wenn nur m pHofitiv oder negativ ganz oder Null if. 
Dagegen findet fih aus $. 107. C. 1.) für die Summe von n n auf 
einander folgenden Binomial- Kpefficienten (für h=1 genonmen) 
4) x. t& +1), +42), + rat). = at) Zar 
wenn nur m entweder Null oder eine pofitive ganze Zahl ift*). 
Serner geben die Sormeln $. 108. NN. 3. und 4.) 
5) cosx+eos(x+h)-+eos(x2h)+- «T-cosıx-(n— 1)h) 
_ sinx+(n—3)h)— sin(x— zı) _ .cos(x+ä(n— 1)h)- sinzuh 
z 
6) sinzx-+ Sin (x-Phiy sin +sin(x-+(n—1)h) 
208 (x — zb)—cos(x+-(n— z)h) _ sin(x+#n—1)b)- sinzuh 
2sin 4h sinih 
U. ſ. m f. 


Diefe Formeln N.N. 1. — 6.) find nur ald eben fo viele Beifpiele an 
zufehen. — Hier noch einige weitere Beifpiele. 
Iſt z. B. die arithmetifche Neihe der erfien Ordnung gegeben, nämlich 
1,2,3, 4,5, 6,7, + n—1,n, n+1, ---, 
und fol die Summe ihrer n erften Glieder gefunden werden, fo bat man 
das allgemeine xte Glid —x und h=1; alſo , —=x, und (nach $. 109. 
N. 2. für h=1) 





2f, = 6 ir =D, 
Folglich findet ſich (nach ©.) 
N HH HH + EEE _ N, 
alfo für x—1 „ 
IH 2 +3 4. + th) 


Sol nun die Summe ber n cerfien Glieder der figurirten Reihe ber 
zweiten Ordnung 


*) Nimmt man b nicht = 1, fondern h=h, ſo erhält man die Summe 
vonen Binomial-Koefficienten, von denen je zwei nächſt auf einander fol⸗ 
geide um bL— 1 zwiſchenliegender von einander entfernt find. 
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1, 3, 6, 10, 15, .. 


| a | 

gefunden werden, deren allgemeines xtes Glied — iſt (und welche man 

Mm _ 
auch die TriangularsZahlen nennt), fohat man h=1 und = 


alfo nach $. 107. N. 1.) und $. 108. N. 4) _ 
— pl — 
2.⸗ (x en, ; “ j 


folglich KH man (nad) ©) 
ot _ 
9, * ——— rn TI _ 87 ra” +. „Erd —— pt 


_ ap a 
a Tg 


amd für zx=1 
zu „a 
10) 173+6+ +77 = 37 
So finden ſich hier die Summen der n erſten Glieder aller figurirten Rei⸗ 
ben direkt, welche wir im 1. Bd. $. 33.) auf indireftem Wege gefunden 
haben. Auf demfelben Wege Fann man alfo die Summe von n auf einans 
der folgenden Gliedern von unzählich vielen folchen Reihen finden. 


$. 156. 


Man findet diefelben Reſultate auch durch folgende Be 
trachfung. DBezeichnet man nämlich durch S, die Summe der 
erften —1 Glieder einer Reihe, deren allgemeines xtes Glied — ſ. 
ift (fo daß die Reihe felbft durch 

fh, f,, f; f,, a 1; f, 
vorgeftellt wird), fo. ift Sxrı die Summe ber erften x Glieder, 
alfo die Summe aug S, und £, d. h. eg ift 
d 6 SH — 8.-4f., folglich 68,41 - 8.* > Fe 


OO. ss und Krk - C., 
wo C, eine jedesmal noch zu beftimmende Conſtante ift, wäh 
vend A, und 2, die zu Ende des $. 99.) feſtgeſtellte Bedeu⸗ 
tung haben. 

Sol alfo die Summe der n erften Glieder dieſer Reihe 
gefunden werben, fo wird man nach C.) S, finden, dann aber 
n—-1 flatt x fegen. | 
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’ Beifpieli. Wollte man danach 4. ®. die Summe der n erfin 

Glieder der Reihe 1.) des S. 135.), nämlich der Reihe 
| ar, artb, autih, art3h / ... axt+(a—1)h 
finden, fo würde man vor allen Dingen einen andern Buchflaben, ettvn z, 
flatt x fegen, um flatt n jegt x fegen zu können, fo daß, w wenn man noch 
p ſtatt I fegt, zu ſummiren wäre die Reihe 

at, a"tp, artp, .. artaDp 
Hernach hatte man 

f, = 2 artiaN)p — at-P.a3P; 


elf (nad 6. 104. IV) 


2, — at" P.2, (a) ar. E20 PER ai 





ei a 
Man hat daher nun nach der Formel €.) | 
artiı—1)p 
1) s=- 31 ) 


wo die Conſtante C noch zu beftimmen bleibt, während S, die Summe der 
erften x— 1 Glieder der Reihe vorftell. Setzt man daher x—=2, f be 
deutet S, das erſte Glied a® der Reihe, und die vorliegende, Gleichung 1.) 
geht daher über in 


2) a’ 





% 
"+6, und giebt C=—-——. 


aP a1 
Diefer Werth von C in in be 1.) fubftituirt, giebt nun 
art(x-Vp__ a* 
3) = —. 


ab — 1 


Setzt man nun bier n-+1 flatt x, fo wie wiederum x ſtatt z, und h ſtatt 


p, fo erhält man die Summe der erfien n Glieder der Reihe 


x+nh x 
a”, axth art2h, ... arten, —_ a — a 


ab—1 
d. h. genau fo wie im vorhergehenden $. 135. N. 1.). 

Mir wollen es dem Anfänger überlaffen , die übrigen Nummern 
des vorhergehenden $. 135.) auf dem jetzigen Wege wieder zu finden, und 
geben licher hier noch mehrere befondere DBeifpiele. 

BHeifpiel 2. Es ſey zu funmiren die Neihe von Brüchen, deren 
Zähler =1, deren Nenner aber die figurirten Zahlen Der mten Ordnung 
find. — Es ift alfo zu ſummiren die Reihe, deren allgemeines xtes Glied 





*) Gert man rin ab, ſo iſt ar—b* und 


a) =) (mad) $.105. 9.2) 0%. za 


\ 
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(m — 901 
f, * ya—ilt 


it, d. h. die Reihe (für 1, 2,3, 4, +" 2 


1, az Area: Pe 
Man hat hier, weil (nach I. Bd. $$. 26. 27.) 





m = («4m yemdH 
und (nad) $. 104. N. 6. und $. 107. N. 1.) 
a a — —— 
2, x+m-—1) —n-Ff2 (n—2). „„u—2l 


ſt, — fogleich 
1 — (m—1)! 
— 
Folglich giebt die Formel C.) jetzt 
—(6 
1) 8.* (m—2).x m—2li +6 
wo die Conſtante C noch zu beſtimmen bleibt, während S, die Summe der 
erfien x — 1 Glieder der Reihe repräfentirt. Setzt man Daher x2, fo 


ftellt S, das erſte Glied 1 der Reihe vor, und die legtere Gleichung geht 
dadurch über in 








9) 1=—- —.+C, o if C=®ZE 
wird. Diefer Werth von C in S, fubftituirt, giebt 
3) s, _ mi _ (mi)! 


m—. (m— 3). „zm— 211‘ 


Setzt man daher hier fiatt x jet n-+1, fo erhält man bie Summe der 
erften 2 Glieder ve gegebenen ehe 





i 4 | 

tan aan tert” 
. _m—1 1 (m—2)! J 

| a7 | (a+ | 


1", gm, 3m, 48, xm, ... 
gefunden werden, für irgend eine befimmte ganze pofitive Zahl m, ſo würde 
man nach $. 109.) 2,(x) nehmen, dann 
S.=2:M) FC 
haben; hierauf für <—2, S, —=1"=1 nehmen müffen und daraus C 


namen; dieſen Werth von c bier herein fubflituiren, zuletzt aber n +1 
h flatt x toten 


} Beiſpi el 3. Sollte die Summe der erfen n Glieder der Reihe 
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Diefe Beifpiele mögen aber ausreichen, um ben Anfänger in den Stand 
zu fegen, deren noch mehrere und beliebig viele, welche eine glückliche Lö⸗ 
fung zulaffen, felbft zu löſen. 


4. 137. 


Hat man die Summe von n Gliedern einer Reihe gefun 
den, fo darf man nur n immer größer und größer fich denen, 
sulegt aber unendlid) groß, um die Summe von immer mehr 
und mehr und zulekt von unendlich vielen Gliedern derfelben 
Reihe zu haben, wenn nur im leßtern alle die unendliche Reihe 
ſelbſt convergent ift. 

So kann man alfo in vielen Fällen auch bie Summen 
von unendlichen und convergenten Reihen angeben. 


Sest man 4.3. im Beifpiel 2.) zu $. 136) n=w, fo erhält 
man ſooleich 


3! F m—i 
ta ta Feat at = 


— 
— 


wenn nicht (m—2)! die Sorm Z annimmt, alfo wenn m—? ift. 


Alfo findet fih für m=3;, 4, 5, 
143: tus ts tat =% 
1i+4 +5 tt ts tat = 
145 +5 5 tr tt = 
u. f. mw. f.; mobei man nicht überfehen wird, Daß die Nenner diefer Mes 
hen genau die figurirten Zahlen der 2ten, Iten, Aten, etc, etc. Ordnung find. 
Sür m=2 würde man finden e. 
| +5 +43 4144 in inf. = 
Wir wiffen aber, daß diefe Reihe die gemeine harmonifche Neihe und diver⸗ 
gent if. 


— 


v⸗ 


Vierzehntes Kapitel. 





Den ber Summation allgemeiner und numeriſcher unendli— 
hen Reihen, namentlich folder die nad Sinus und Koſi— 
nus der vielfachen Bogen fortlaufen. 


$. 138. 
Außer den unendlichen, nad) Potenzen von z fortlaufen- 
den Reihen, welche durch bie Diviſion zweier ganzen Funktid⸗ 
nen von z hervorgehen, und welche in der Gefchichte der Mas 


thematif unter dem Namen der recurrenten (recurrirenden) Neis 
hen vorkommen, bemerfe man noch die Reihen 


1) 1--m,z4+m,2?’+m,2?4m,z*-+ in inf. = (14+z)”, 
0 m,, m,, m,, m,, elc. etc. Binomial-Koefficienten 
vorfichen, | " | 

2? .{log a)? 


9) 14478 ge Eis. 


alio 





1°.(log a)ꝰ : 
en, 


x zZ 22 2* 

3 14 7 + oo + gr ers 
wenn Zoga den natürlichen Logarithmen und e die Baſis 
deffelben vorficht; — ferner 


4) 2— 41? 432° log (1-+z), 

3 eat (17) 
3 5 7 

6) 2.7 + arte =sin 7, 


z® ze 


42 
7) 51 + | orte m, cos, 
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8) 2—41°+3772’—11’+ = 7: 6.5. arc. ig 1, 
| 1.3 ' 1-35 1 
9) 243 72°} 5, tr Iren 


d.h. arc.sınz, 
welche am gewöhnlichſten und häufigften erfcheinen. 
Segt man in dieſen Neihen flatt z irgend einen andern 


zufammengefetten Ausdruck, 5. B. eine Funktion von x, fo kann 
‚man die Nefultate nach einem andern Weränderlihen, z. DB. x 


ordnen; aber die Ausdrücke, welche fich zur Rechten ergeben, 


‚ heißen dann doch immer die Summen dieſer unendlichen Reis 
ben zur Linfen. 
| Man kann ſich ferner eine unendliche Neihe aus zwei, Bee 
oder mehreren folchen unendlichen Neihen, deren Summen man 
Fennt, durch arithmetifche Operationen verbunden "denken, und 
man erhält durch diefelbe Verbindung ihrer Summen einen Aus 
druck in.endlicher Form, der, in eine Reihe entwickelt, dieſelbe 
wieder hervorbringt. Auch dieſer Ausdruck wird die Summe 
diefer unendlichen Reihe genannt; und ihn gu finden heiße „Die 
unendliche Reihe ſummiren.“ 

Man kann aber auch aus gefundenen Summen die Sum⸗ 
men von neuen Neihen dadurd) finden, daB man Die gegebenen 
nach irgend einem der vorkommenden Buchſtaben differenzürt 
oder integrirt. 

Die Kunft des Summirend einer Reihe beſteht alfo im 
Wefentlichen darin, dag man fucht die Reihe in ſolche zu zer 
legen, deren Summe man kennt, oder durch Einführung eines 
neuen Deränderlihen auf eine andere zurückzuführen, deren 
Summe bekannt if. 

Kir wollen aber hier nur einige der intereffanteften funmtirbaren Neis 
hen geben, und, uns nachgehends auf die Kunft des Summirens hier nicht 
weiter einlaffen. 
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$. 139. 
Lehrſatz. 
Iſt bekannt die Summe irgend einer Reihe 


‚DD AotAxtA,x’ A,’ A,-—.· =F,, 


fo kann man fogleich auch eine nach Sinus oder KRofinus der : 


vielfachen Bogen fortlaufende Reihe fummiren, welche dieſelben 
Koefficienten hat; denn es ift dann allemal 

2) A,-A,v:cosz--A,v?-cos2z-4+-A,v’-cos 32, 

d | FA,vÜcos dur = z([Fz], it LF xl,. e-u) 
un 


3) A,v-sinz-+A,v?sin Amer 32 


Av. Sin 4zt-- *5 I, al]. 


wo [F,),..i und [.J, —i das bedeuten, was aus F, wird, 


wenn man bezüglich ve" und v-e”" flatt x fehreibt, während 
ſtatt e i auch cosz-+i-sinz, und flatt e* auch cosz—i-sinz 
gefchrieben werben kann (nach I. Bd. $. 70. IH. u. IV.) 


Und find die Reihen 2.) und 3.) convergent, fobald v — 1 


geſetzt wird, fo haft man dann auch noch 
4) A „tA,cosz--A,cos 2z--A,-cos 3z--A, coshut..- 


— HF] ut 3[F], -ıi3 | 


und 
6) A,sinz-+-A, ‚sin latA, A nt 


5 le 2a ;{F J 
Der Grund davon iſt folgender: das allgemeine rte Glied der Reihe 3.) ift 


A. vr. sin reꝛ, alſo auch A,- zT, 
folglich auch 


3 Ay lee ) 4. Heu, 
r Die Reihe 3.) zerfällt daher in die Differenz zweier anderen Reihen, deren 
allgemeine Glieder Civenn man den gemeinfchaftlichen Faktor =: heraudger 


fest ſich denkt) beat 
Ave und A, (ver 


* 
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find, deren Summen alfo nach 1.) bezüglich 

= [FM. cni und = [IF], ei 
gefunden werden. — Auf ganz analoge Weife zerlegt fich die Reihe 2.), 
wenn man den Zaktor z herausfegt, in die Summe diefer beiden leg 
term Reihen. 


$. 140. . 
Gefeßt e8 wären zu fummiren die beiden Reiben - 
(R)--  cosnz-tn,-cos(n— %z-Hn,-cos (n—4)z 
—+n,cos(n—6)2-+-- 
und 


(S) ˖ · sin nz + n,- sin (n— 2)z--n,-sin (n — 4)2 
-rn,sin (n—bjiz-t, 
in welchen n,, Tiy, N, etc. etc. die auf einander folgenden 
Binomial: Koefficienten einer nt Potenz vorfiellen, fo daß 
man bat 
1) 1-+n, x, x’+n,x°+n, L.. = A-x)", 
fo würde man alfo damit beginnen, daß man diefe Reihen in 
einfachere zerlegte. Weil aber | 
cos (n— 2r)z = cos nz-cös Irz + sın nz- sin Q2rz 
ind sin (n— Ar)z = sin nz: cos Yra— cos nı- sin 272 
ift, und dies immer gilt, wenn flatt x nach und nad) 1, 2, 9, 
4, 5, 6, und alle pofitiven ganzen Zahlen geſetzt werden, fo re— 
duciren fich dieſe Reihen R und S fogleich auf dieſe ande 
ren Reiben 
(R,)-*- 1--.n,-cos 2z-+n,-cos 4z-+-n,-cos 6z 
| —+n,-cos82-+-- 
(S,)˖ n sin zn, »sın Az n,- sin 62 


—+n.sin8zt', 
fo nämlich, dag man hat: 
2) R=R,-cosnz+S,-sın nz; 
3) S=R;,-sinnz—S,-cosnz; 
und man darf daher nur noch die Summen der Reihen R, 
und S, finden. 
Dieſe letzteren Reihen werden aber nun unmittelbar nad) 
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$. 139.) fummirt, wenn man flaft 2z einen einzigen Buchftaben 
ſetzt. Man erhält nämlich aus der 1.), nach $. 139.) 


N n, te +ü he) 
und 
5) _ te Ute, 


Aug dieſen Ausdrücken zur xe hien muß man aber, indem 
man fie umformt, id. h. AJ herausfchaffen, weil fih le 
tere twechfelfeitig aufheben müſſen. Nun ift aber 
1te= (ee .e!? — %0s 2-(cosz-ti-sinz) 
und | . 

Arc" (Le t).e "= 2008 2: (cosz—i-sin 2); 
folglich auch | 

6) (I ei)" = (9cos z)’- (cos nz--i- sin nz) 

7) Ad-+eii)' = (2cos z)'-(cos nz —i-sin nz), 
wo jedesmal der Faktor (2cos z)" ale Werthe vorſtellt, welche 
die nie Potenz hat, damit die Ausdrücke zur Rechten genau eben 
fo viele und genau dieſelben Werthe vorſtellen, welche bie nie 
Potenzen zur Linken haben. 

Will man aber in diefen Ausdrücken 6.) und 7.) zur Rech⸗ 
ten bie Potenz (2cos 2) nur als eindeutig behandeln und fo 
als ob fie in jedem diefer beiden Ausdrücke 6.) und 7.) jedes: 
mal einen und denfelben Werth vorftelle, fo darf man nur 
den Faktor 1° oder cosIncr-ti-sin ancx noch hinzufü⸗ 
gen, wo ce O und jebe pofitive oder negative ganze Zahl vor 
fiellt, und man hat dann 
8) (1-e =)’ = (2cos z)"-[cos n2ar-+-z)+i-sin n(2ax-+z)] 
9) (1 ei)" — (2cos z)" [cos n(2dx-4-2) —ı-sinn(26x-4-2)], 
wo wir einmal a, das andere Mal b ſtatt e gefegt haben, um 
die Unabhängigkeit der Werthe von 9.) und 8.) deutlich aus 
zufprechen, während ftatt a, wie flatt b nach und nach Null 
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und alle pofitiven und negativen ganzen Zahlen geſetzt werden 
müflen, der Saftor (2cos z)" aber in beiden Ausbrücen. einen 
und denfelben feiner Werthe vorſtellt. 

Addirt man nun die Augdrüce in 8.) und 9.) zur Ned. 
ten, fo ift die Hälfte diefer Summe die Summe der Reihe R 
(nad) 4.); fubtrahirt man dagegen den Ausdruck in 9.) zur 
Nechten, von dem in 8.) zur Rechten, und Bividirt man bie 
Differeng noch durch 2i, fo erhält man die Summe ber Reihe 
S, (nad) 5.). 

Weil aber die Ausdrüce in 8.) und 9) sur Nechten, fo 
oft m eine ganze Zahl nicht ift, mehrere Werthe haben, fo ent 
ſteht jet die wichtigfte der Fragen, nämlich, welche diefe 
Werthe man addiren muß, um R,, welche derfelben man ſub— 
trahiren muß, um S, wirklich gu befommen? — Um diefe Frage 
zu beantworten, wollen wie annchmen, daß n beliebig reell fen; 
dann muß man wunterfcheiden, 

a) wenn cosz pofitiv if, alſo (2cos z)" auch poſitiv und 
eindeutig genommen werben Eann; J 

b) wenn cos 7 negativ, alſo —2cosz poſitiv iſt, folglich 
(—2c0s 2)" einen einzigen poſitiven Werth vorſtellen 
kann. 

I. Iſt nun erſtlich cos z poſitiv, — wird dann unter (2cos 2) | 
ihr einziger pofitivee Werth verftanden, und hat man fich end 
lich überzeugt, daß die Neihen R, und S, convergent find (für 
Diefe Werthe von z, welche man jest im Auge hat), fo muß 
man in 8.) und 9.) b=a nehmen, damit die imaginären Theile | 
berangfallen; und man erhält daher nun 

10) R, = (2cos z)' cos n(2ax--z) | 
und ( 
11) S, = (9cos z)" - sinn(2ax-+-z), 
wo nur noch ausgemittelt werden darf, ob Null fiatt a, oder 
welche ganze Zahl ſtatt a gefet werden muß. | 
. Mei 
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Weil jedoch die Gleichungen 10.) und 11.) nicht für ale 
Werthe von.z gelten, fondern nur für diejenigen, welche cos z 
pofitio machen, alfo nur für die Werthe von z, weiche in dem 
(Ad — Iren oder (Ad 4 1)tenQuadranten liegen, wo d entweder 
9 oder jede pofitive oder negative ‚ganze Zahl vorſtellt; — weil 
alfo diefe Gleichungen 10.) und 14.) immer nur für Werthe 
von z gelten, welche in zwei auf einander folgenden Quadran⸗ 
ten liegen, für die Werthe von z aber nicht mehr gelten, welche 
in den nächften beiden Duadranten genommen werden, wohl 
aber wieder in den dann nächften beiden Duabranten ihre Wahr; 
beit behalten, u. ſ. w. fi; fo behält a entweder immer einen 
und denfelben Werth (der nur einmal beftimmet zu werden braucht, 
um für immer beſtimmt zu ſeyn), oder es kann fich der Werth 
von a ändern müflen, fo oft z eine neue Kluft von zwei Qua⸗ 
dranten überfprungen bat, innerhalb. welcher die Formeln 10.) 
und 11.) nicht gelten Eönnen. innerhalb je zweier Duadrans 
ten aber, für welche die Sormeln 10.) und 11.) wieder gelten, 
und mo gar nichts vorhanden ift, was die Unterbrechung des 
Stetigkeits⸗Geſetzes rechtfertigen Eönnte, muß a einen und den 
felben Werth behalten. Da nun für z==0, die Reihe R, = 
und die Reihe S,—= 0 wird, fobald man diefe Reihe für = 0 
direckt betrachtet; und da diefelben Nefultate auch aus den Fors 
meln 10.). und 11.) hervorgehen, wenn man Null ſtatt a fest, 
fo folgt: 
dag man für alle Werthe von z, welche zwiſchen — 4x und 
1x liegen (für welche cos z poſitiv wird, und unter denen 
ſich z= 0 befindet) a = 0 nehmen müſſe. 

Die Sormeln 10.) und 11.) geben daher 


12) R, = (2cosz)"-cosnz und S, = (2cos 2)": sin nz; 
und Bann noch (wegen 2. und 3.) 


13) R=(Rcosz)" und S=0 
für alle Werthe von 2 welche zwiſchen —ir und 
4 iiegen , 


Bd. U 20 
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Für z— ur, mo m irgend eine beftimmte ganze Zahl 
vorftelit, nehmen die Reihen R,. und S,, wenn man fie biret 
‚betrachtet, offenbar dieſelben Werthe an, wie für z=0, näm 
lich bezüglich 2° und O0. Die Sormeln 10.) und 11.) geben 
aber biefelben Nefultate (für jedes reelle n) nur ‚Bann, wenn 
a=—u genommen wird. 

Alfo muß für alle Werthe von z, welche zwiſchen (2: — })x 
und (Zu) liegen, a = — u genommen werden. 
Die Formeln 10.) und 11.) geben daher 
R, = (2cos z)" cos n(— 2ux--2) 
—= (2%os 2) -cos n(2ux—ı) 
S, = (2cos 2)" sin na— Qux--z) 
— —(2cos 2)". sin n(Zuxr—ı); 
und ¶Wegen 2. und 3.) dann auch noch 
15) . R = (2cos z)" cos 2unz 
S = (2cos 2)" sın Zunz, 
für alle Werthe von z, welche zwiſchen Qu — Hr und 
(Zu t-z)r. liegen, mo u entweder O oder poſitiv oder nega⸗ 
tiv ganz gedacht wird, fo daß die Formeln 14.) und 15.) (für 
«=0) die Formeln 12.) und 13.) in fich fchließen. 

II. Betrachtet man aber. die übrigen Werthe von z, für 
weiche cosz negativ, alſo —cosz poſitiv ift, fo dag ſtatt 
(—cosz)" ein pofitiver Werth gefet werben kann, fo fee 
man in den Zormeln 6.) und 7.) ſtatt (2cosz)" zunächſt 
(—2cosz) (—1), dann aber fiat (—1)" wiederum 
cos n{2c--1)x +i-sin n(2c+1)x, und denke fich unter: der |. 
Potenz (—2cos z)" ihren einzigen pofitiven Werth. Dann es 
hält man flatt der Gleichungen 8.) und 9.) jeßt 

8) (1-peiit 

== (—2cos z) [cos n((2a+1)x-+2) +i- sin n((2a4-1)x-+2)] 
9) (1+e-Mit 

= (—2cos 2)" -[cos n((2b-+1)x-+2) — ı- sin n((26--1)2-+2)}. 


— — — — —— sten Fler 


14) 


— = rn — En — 
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Statt der Gleichungen 10.) und 11.) erhält man jest, ſe o 
oft cosz negativ iſt, 

10) R,=(— %0s cos n((2a-+1)2-+z) 
11%) S, =(—2cos 2) - sin n((2a-+1)x+-z). 

Weil nun für 2 — (2ut1)” (welches in der Mitte liegt 
zwiſchen den Brenz Werthen z—= (2utz)r und z= (ur, 
innerhalb welcher cos z jedesmal negativ wird) 
cos 27 = cos4z = etc. =1 und sin 22 = sın dz = etc. —=0 
wird, — fo geben die Reihen R, und S, für z= (du--t)x 
Direkt besüglich die Werthe 2° und 0. — Diefelben Nefultate 
schen aber (für jedes reelle n) auch aus den Formeln 10.) 
amd 11.) hervor, wenn man daſelbſt (2u--1)m ſtatt 2 ſetzt, 
alſo —1 ftatt cos z, zugleich aber a— —(u1) nimmt. 
Folglich 


hat man für alle Werthe von 2, welche zwiſchen (Qu--4)r u 


und (2ut3)r liegen, a=—(u-+-1) zu nehmen. Es 
ift Daher | 


1% is 
oder 
13) 


R, = (—2cos . cos na — (2u-1-1)x-H-z) 
— (— 2c0s sin na — (u +1)2-4z) 


R,= (-—2cos 2)"-cos n((2u}-1)x—z) 
Ss, =—(—%cos 2)". -sin n((2u {1)r —z); 
md dann auch (wegen 2. und 3.) 

14n * = (— 2c0s . cos (2u +1)nx 

| S = (—%os 2)" sin (2 4+1)nx 
für jeden Werth von z, welcher gwifhen Zu--2)r 
und (2u-3)z liegt, während u Null oder irgend eine po- 
ſitive ober negative ganze Zahl vorftelt*). 





H In den „Aufſätzen ans dem Gebiete ber höhern Mathematik”, 
Berlin 1823, hat der Werfaffer Cin der vierten Abtheilung) die Summen 
biefer Reihen zuerſt gegeben. Gie find auch von Poinfot und Cauchy 
eben fo gefunden worden, von Poinfot faſt gleichzeitig, von Cauchy foä- 

2y* 
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As cin Beifpiel anderer Art zur Erläuterung bei is 
$. 133.) befchriebeun Eummationd: Berfahrend fummiren m 
non ie Matuc Die 


(T)--- sin 1 — 2,-sin — ‚sin a A 





.sin Tat". 


7* 


Nah $. 139.) würde bie Summe dieſer Reihe gefunden 
fon (ba man FI Sans da De 


(U)--- x 4 x’. the 


gefunden hätte. Weil aber dieſe * Summe nicht ſo 
quem gefunden werden kann, fo greifen wir bie Reihe T di 
an. Sie giebt fogleich 

1) DT, = — ge 


2) IT, = — sin .. sin 1 —— "SIT 5 7: ‚sin ı— 





ter. — Der Berfaffer legt weniger Werth auf die Refultate, als auf b 
ganz elementaren Mittel, welche er zu deren Erjielung angemandt ja 
Früher hatten Euler und Lagrange gelehrt, daß die Reihe R für d 
Werthe von z, alfo unter allen Umſtänden = (2cosz)’, und S=0 f 
Reſultate, bie, wenn nicht n eine ganze Zahl if, dem Obigen zu Solge, u 
dann wahr find, wenn z zwiſchen — x und + x liegt. Beide große X 
lyſten haben verfäumt, die Mehrteutigkeit der Pötenzen zu beachten und 
hörig in Rechnung zu bringen. Die mehrdeutigen Ausdrücke entfichen a 
allemal da, mo verfchiedene Zuſtände in einer und derfelben Rechnungzft 
ausgedrückt fich finden. Sucht man alfo mit der nöthigen Aufmerkfam 
die zufaonrmengehörigen Werthe heraus, fo wird man eine Menge von 
fcheinenden Sonderbarkeiten (Paradorien) des Kalkuls entweder nicht . 
finden, oder doch fogleich auf den erfien Wegen erklärt haben. 
Ehe man aber Reihen fummirt, die nicht mehr allgemein find, | 
man fich vorher immer erft überzeugen, ob oder wenn die Reihen conver 
- find. Wan vergleiche befonders. bie oben erwähnten ‚‚Auffäse aus dem 
biete ber höhern Mathematik ”’, wo die wichtigften praftifchen Lehren fin 
Behandlung unendlicher Sehen zufammengeftellt find und durch Beif 
erläutert fich finden. 
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Statt der Gleichungen 10.) und 11.) erhält man jest, ſe o 
oft cosz negativ iſt, 

100  R,=(—2%cos cos n(aſ)xr--2) 
119 S. =(—2cos Sin n((2a-+1)x+-z). 

Weil nun für z= (2u+1)x (welches in der Mitte liegt 
zwiſchen den Grenz⸗Werthen z — (?ut-3)2 und z= (2u--3)r, 
innerhalb welcher cos z jedesmal negativ wird) 
cos 22 = cos4äz = etc. =1 und sın 22 = sın 42 = etc. —=0 
wird, — fo geben die Reifen R, und S, für z= (2u--1)r 
bireft begüglich die Werthe 2° und 0. — Diefelben Nefultate 
gehen aber (für jebes reelle n) auch aus den Formeln 10.) 
und 11°.) hervor, wenn man daſelbſt (2u--1)x ſtatt z. fegt, 
alſo — 1 flatt cosz, zugleich aber a=—(u+ 1) nimmt. 
Folglich 

hat man für alle Werthe von 2, welche zwiſchen (24 
und (2Zu-t3)2 liegen, a— — (4 1) zu nehmen. Es 
iſt baher | 


19) is , = (—2cos z)'-cos n(— (2u+1)x+2) 
— (— %00s z) «sin a(— (2u +1)r +2) 

oder 
13 ) Is — (—%os . cos n((u41)2—z) 
— — (—2c0s 2)" sin n((2u--1)x —z); 


und dann auch (wegen 2. und 3.) 
14) Is —= (— 2c0s z)" cos (2u + 1)nx 
S = (—%os 2)" sin (2 4 1)nx 
Für jeden Werth von z, welcher zwifchen (2u--$)x 
und (2u-t-3)2 liegt, während u Null oder irgend eine po: 
fitive oder negative ganze Zahl vorftellt”). 


In den ‚„„Auffägen ans bem Gebiete der höhern Mathematik”, 
Berlin 1823, hat der DVerfaffer Cin ber vierten Abtheilung) die Summen 
diefer Reihen zuerft gegeben. Gie find auch von Poinfot und Cauchy 
eben fo gefunden worden, von Poinfot faft gleichzeitig, von Cauchy ſpä⸗ 

2y* 


vn 
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‘ $141. 


Als ein Beiſpiel anderer Art zur Erläuterung des im 
$. 133.) befchriebenen Summations⸗Verfahrens fummiren wir 
noch die unendliche Neibe 


nd 


(T)--» sin .sin 3a .sin 52 — sin Tat. 


Nach $. 139.) würde die Summe diefer Neihe gefunden 
feyn, fobald man die Summe der Reihe 





(U)... eh xe tt 


gefunden hätte. Weil aber diefe Iettere Summe nicht fo be 
quem gefunden werden Fann, fo ‚greifen wir die Reihe T diredt 
an. Sie giebt fogleich 


1). 8T,= cos m Ich cos — cos Tat" 





2) °T, = — sin .. sin 32 5 1 sin PPR BE. 


7: sin M_ 





ter. — Der Verfaffer legt weniger Werth auf die Nefultate, als auf die 
ganz elementaren Mittel, welche er zu deren Erzielung angemandt bat. 
Srüher hatten Euler und Lagrange gelehrt, daß die Reihe R für ale 
Werthe von z, alfo unter allen Umftänden = (2008 2)), und S=0 fü; 
Nefultate, die, wenn nicht n eine ganze Zahl ift, dem Obigen zu Folge, nur 
dann wahr find, wenn z gwifchen — 3x und + 5x liegt. Beide große Ana 
Inften haben verfäumt, die Mehrteutigkeit der Potenzen zu beachten umd ges 
hörig in Rechnung zu bringen. Die mehrdeutigen Ausdrücke entſtehen aber 
allemal da, wo verfchiedene Zuftände in einer und derfelben Rechnungsform 
ausgedrückt fich finden. Sucht man alfo mit der nöthigen Aufmerkfamkeit 
die zuſammengehörigen Werthe heraus, fo mwird Man eine Menge von at 
fheinenden Sonderbarfeiten (Paradorien) des Kalkuls entweder nicht ser | 
finden, oder doch fogleich auf den erften Wegen erklärt haben. 
Ehe man aber Reihen fummirt, die nicht mehr allgemein find, uni < 
man fish vorher immer erft überzeugen, ob oder wenn die Neihen convergent 
- find. Man vergleiche befonders die oben erwähnten „Aufſätze aus dem &e 
biete der höhern Mathematik’, wo die michtigften praftifchen Lehren für De 


Behandlung unendlicher Reihen zufammengeftellt find und durch Beiſpiele 
erläutert fich finden. 





4 
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3) °T, = —.cos + cos 3, 5 'c08 St 4 cos T1—. * 


Die für —8°T, erhaltene Reihe ds fih nun nach $. 139.) 
fümmiren, fobald man $. 138. N. 8.) zu Hülfe nimmt. 

Man findet nämlich fogleich allgemein 
4) v-cos2— z3V°-cos 3a4-4V°:cos 5z—-- 


—,7 3 | 
rg T_yr 0057 3 


. „81 . 
alſo für v=1, weil 0er iſt, 


5) cos — 4008 32 Icos a - ·· Ibx tin, 
wo b eine noch näher zu ermittelnde ganze Zahl oder Null 
vorſtellt. Diefe Gleichung gilt aber nur, fo lange niht cosz—= 0 
(teil dann der Ausdruck zur Nechten in 4. für v=1, = Pr * 
wird), d. h. fo lange niht z= (ut 3x iſt, wo u Null oder 
jede ganze Zahl vorftelt. Aber eben weil für z=4n, 3m, 
I, ++, — In, —3n, etc. das Gefeß der Stetigfeit unterbro: 
hen wird, in fo fern für diefe Einzel:Werthe von z die Glei- 
hung 5.) nicht mehr gilt, fo wird b zwiſchen —4x und 4x 
feinen Werth nicht ändern, wohl aber vielleicht für andere 
Grenzen von z anders werden. Weil aber für z=0 die 
"Reihe 5.) zur Linken in 
1 —4+4— 44 
übergeht, von der wir wiſſen, daß ſie den Werth ix hat, fo 
folgt, daß b ⸗O genommen werden muß, für ale Werthe von 
7, welche zwifchen — 4x und 1-47 liegen, 

Man findet alfo jegt aus 5.) | 
6) c0sz—4}-cos 32-4 +-cos 52.—4-c0s 7a. . 4m, 
für alle Werthe von z, welche zwiſchen — Ir und 
tr liegen. | 

Für zn, iff cos2 = cos 31 —= 005 52 = et. = —Ft; 
daher if die Summe der Reihe 5.), wenn fie direckt gefunden 
wird, = — 4m; alfo muß man jegt b=—1 nehmen; folg- 


\ 
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‚für alle Werthe von z, welche zwiſchen — und 
+37 liegen. 
Integrirt man nun dieſe Gleichung noch einmal, fo erhält man 


13) 8T,= cos 2a .cos 344.008 5—..=- trz2-1C, | 


33 


wo die Conftante C (für z zwiſchen —41 und ar) noch | 


näher beftimmt werden muß. Setzt man zu dem Ende 2=0, 

fo geht die Neihe links in | 
dt 

über, deren Summe zwar = Ze ift, aber nicht fo augen 

blicklich gefunden werden kann. Wollte man deshalb in der 


Gleihung 13.) lieber z = ix feßen, fo würden ale Glieder zur 
Linken — O' werden und man würde 


0=— a: +C d. h. ea 


erhalten. Allein man nicht weiß, ob —* die Form 
13.) der Summe, noch an der Grenze von z, d. h. für 
z—=—4r ode für z= 447 gilt, fo bleibt dieſes letztere 
Verfahren, zur Beftimmung der Conftante, immer gewagt, und 
wäre hier höchſtens nur dadurch zu rechtfertigen, daß die For: 


meln 10.) und 11.) für = 37, alfo für «0, alle beide 


— 


in einander übergehen. Man braucht jedoch nicht grade z=yt | 


zu nehmen, fondern kann z= 47 —x feßen, dagegen x unend- 
lich-Elein fich denken. Man bat dann 

COSL=SMR, C0SIU——sindx, cos du — sin 3x, ete. 
und die Gleichung 13.) wird nun | 


sin nt 3 -sin But 24 sin Bet = Ari) +O. 


Da fich nun die Neihe links immer mehr der Null nähert, je 
Bleiner x gedacht ift, und für unendlich Elein (wegen der 
unendlich großen Nenner im Unendlichen) felber unendlich Elein 
wird, fo bat man für x unendlich :Elein 


\ 
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0=— = +0, de C= 35*. 

Es iſt Daher ST, oder 
14) cos 1— 2 +c08 3u-} 2 -c0s 52 — +» ur — ;72? | 
für alle Werthe von 2, welche zwifchen —im und. 
44x liegen. 

Wird num zulegt diefe Gleichung 14.) noch einmal inte: 
grirt, fo erhält man, weil das Nefultat für z=0, links — 0 
wird, folglid) auch rechts = 0 werden muß, T ober 


i N 
15): sın m — 5 «Sir 324 —* 52 — ˖˖ vα - za, 


fo oft z zwiſchen —ix und 43x liegt. 

Will man jedoch. unterfuchen, welche Summe dieſelbe Reihe 
T), b. h. die Reihe in 15.) ME Linken hat, wenn 24* 
wird, — fo feße man z=nr—u, während man fih u zwi⸗ 
(hen — Jc und 4x denkt, fo daß z ſelbſt eben deshalb zwi⸗ 
ſchen 4m und 3 liegt. Weil dann 

sin (2a +1)z = sın [(2a 1). Qa-H)u] = — sin (24 -+1Ju 
wird, fo wird jest die Summe ber gedachten Reihe 
yreꝰ u — xuꝰ; alſo Do man bat i 
16) ine “sin Bat: sin dz— ** 
| = sr’ — 2) — Ara 2)’; 
und diefe Gleihung gilt für alle Werthe von z, 
welche zwiſchen 4x und 3x Fiegen. 

Es ift aber Leicht auf dieſem Iegtern Wege weiter zu ge 
hen und die Summe derfelben Reihe T zu finden, wenn z zwi⸗ 
fchen 3x und $x, dann zwifchen 3m und 4x liegt, u. f. w. f. 
Seßt man aber allgmene 2 — Gt 1er —u und denkt 
man fi u zwifhen 4x und — Ir, fo liegt 2 zwiſchen 
(u +-3)x und (2u-t-z)2. Für diefen Werth von z geht aber 
die Reihe T wiederum in 
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sin — sin 304 sın u— ...- 


über, deren Summe (nad) 15.) = „zar’u— mu? if. Folg—⸗ 
lich erhält man | Ä 


17) sina— 3. sin Bat 5 -sin 5n—- 


= za [2a + 1° —2]— ale Da, 
fo oft z swifchen (2ut-3)2 und (2u-t3)r liegt. 

Set man aber z = Zun— u, und denkt man fich u zwi. 
fchen ar und —yr, fo liegt z zwiſchen Qu) und 
(24 )yr. Weil aber nun sin (2a+1)2 = — sin (2a-+ 1) 
wird, fo geht die Reihe T.) jege in eine andere über, deren 
Summe ee iſt. Daher findet ſich nun 


18) sin ‚sin ut 2 .sindz— » 


— — Ar Qu) + za). 
fo oft z zwifhen (u—Hr und QutHr liegt, 
100 4. entweder Null oder jede pofitive oder negative ganze 
Zahl vorſtellt. 

Durch die Gleichungen 17.) und 18) fi eht ſich aber nun 
die zu Eingange des Paragraphen gegebene Aufgabe auf das 
vollſtändigſte gelöſt, nämlich für alle reellen Werthe von 2. 


6. 142. 
Wir wollen uns noch mit der Summation der Reihe U.) 
des $. 141.), nämlich der Reihe 
1 1 1 
(U)... ar arm rt 
etwas befchäftigen, um neue Modififationen des Summations⸗ 


Verfahrens daran fichtbar machen zu können. 
Differenzürt man nis “ Slechung 


1) | Um 4 ga arte 


— 
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fo erhält man | 
2) — —— x—. 


Wollte man nun dieſe Gleichung noch einmal differenziiren, fo 
würde fich der Erponent in den Nennern nicht vermindern und . 
man twürde-feinen Zweck verfehlen. Multiplicirt man aber bie 
Gleichung 2.) vorher mit x und differenziirt man dann die ber- 
vorgehende Gleichung, fo wsäl man | 


3) x-U,), = 1: tn ‚xt - 7x She, 
Auf demfelben Wege findet fich aber nit 
4) 8x-dx-8U,)), = 1a? +42? — Ir 
Multiplicirt man dieſe Gleichung noch einmal mit x, fo ift ie 
Reihe zur Nechten (nach $. 138. N. 8.) fummirbar und 
1 | 
= ig x. Alfo hat man 


| 1 
5) —RMB -ölx: AU,).): = — 2. ri 
Integrirt man nun und beſtimmt man die Eonftante fo, daß 


dag Integral mit x —= 0 anfängt, fo erhält man 
6) KU), = x 4 .x5 7 1 st... 


Dividirt man biefe Gleichung durch x, und integrirt man 
noch einmal, fo daß das Integral mit x=0 anfängt, fo. er 
giebt fich 

7) AU, = x. + 7 1 gt. 
_ ı1fıı1 
-[ GN.) % 

Dividirt man diefe Gleichung noch einmal durch x umd 

infegrirt man dann zum dritten Male, fo erhält man 


460 Hdhere Analyfis. V. Ach. Kap. XIV. (. 142. 


8) US... + x rt 


SLIS SE dx). dx).dx. 
Die Schwierigkeit ift jegt auf die Aus⸗Werthung ber Ir 
tegrale zurückgeführt; aber diefe Ießtere ift fo groß, dag man 
fich aller diefer Gleichungen lieber dazu bedienen wird, dieſe In⸗ 
tegrale zur Rechten in die Reihen zur Linken auszuwerthen, als 
dazu, diefe Reihen zu fummiren, wenn man nicht eben dieſe an- 
‚gezeigten Integrationen als endliche. Summen: Formen für dieſe 
Reihen anfehen will. 
Namentlich giebt die Gleichung 7.), wenn man x—1 
ſetzt, und wenn m ſich zus — 141.) ” erinnert, daß 


3° tr 53 78 Zt | 
gefunden wird, den Werth des beſtimmten Sure 


J (Z 4. Zr dx). dx = „0, 
1--0 x-0 X 


welche Zormel ale ein eng su denen bes achten Kapitelg 
anzufehen ift. 

Anmerkung Da wir über Summation der unendlichen 
Reihen nur Andeutungen geben können, fo halten wir dag vor: 
ſtehende für dazu ausreichend, und bemerken nur noch, daß man 
ſich zumeilen eine endliche Neihe als die Differenz zweier ſum⸗ 
mirbaren unendlichen Neihen denken kann, und daß man in 
diefem Sale die Summe einer endlichen Neihe dadurch findet, 
dag man unendliche Reihen ſummirt. 





Fuufzehutes Kapitel, 





Bon der Entwickelung beliebig gegebener Sunttionen in Rei 
ben, die nach Sinus und Kofinus ber vielfachen Bogeh 


fortlaufen. 
WFourier's Reihen.) 


§. 143. 


Sn der Abtheilung über Interpoliren und zwar im $. 128.) 
haben twir bereitd Die Aufgabe behandelt: eine Funktion von 
beliebig angenommener Form, aber unbeftimmten Koefficienten 
fo vollends zu beſtimmen, daß ihre, zu n Werthen x,, x,, 
Ka, *· X. von x gehörigen n Werthe, mit den n zu benfelben 
Werthen von x gehörigen Werten u,, Us, Us, *" u. irgend 
einer andern bekannten oder unbekannten Funktion u,, bezüglich 
zufammenfallen. Die fo gefundene Funktion wird im Allgemei- 
nen n Glieder haben müffen, weil fie anfänglich eben fo viel 
unbeftimmte Koefficienten haben muß, welche (nach ‘$. 128.) 
ihre Beflimmung finden, 

Iſt nun x,—=a und »—b, und find alle Übrigen MWerthe _ 
Kay Kgy Xgs Xu Nach und nach immer größer werdend, 
und dabei alle größer als a und Fleiner ald b; und denft man 
fich zulegt die Zahl der Werthe von x zwiſchen a und b, alfe 
die Zahl n, die beliebig groß feyn Fan, immer größer, fo be 
kommt man jedesmal eine, aber immer aus mehr Gliedern be; 
fiehende Funktion (Reihe), welche mit der andern Funktion u, 
immer mehr Werthe gemein bat, während diefe gemeinfchaftlichen 
Werthe zu ſolchen Werthen von x gehören, welche zwifchen a 


0 | f 
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und b liegen. Und denkt man fich endlich n unendlich groß, 
d. 5. denkt man fich zwiſchen a und b unendlich viele Werthe 
von x, die alle unendlich wenig von einander verfehieben find, 
fo wird man auf diefem Wege auch eine Funktion von unend 
lich vielen Gliedern befommen Eönnen, d. h. eine unendliche 
Reihe, welche mit u, alle, zu den von a big b fietig neben 
einander liegenden Werthen von x ‚gehörigen Werthe von u, 
gemein hat, dagegen für alle Werthe von x, die Eleiner ald a 
oder größer als b find, von der Funktion u, abweichen wird. 

Und weil dabei die Form der gefuchten Funktion oder Reihe 
noch ganz willkührlich ift (nach $. 128.), fo wird man auf die 
ſem Wege mehrere verfchiedene unendliche Reihen finden Eönnen, 
welche alle. die Werthe von u, liefern, fo lange x zwiſchen a 
und b fich befindet, welche aber, fo oft x Da oder x>b iſt, 
von einander und auch von dem Werthe von u, verſchiedene 
Werthe liefern werden. 

Man darf ſich jedoch dabei nicht verhehlen, daß ſich der 
Ausführung dieſer Idee Hinderniſſe in den Weg ſtellen können. 
Dieſe Hinderniſſe treten aber nicht ein, wenn man die geſuchte 
Sunftion aus einer Neihe von Glicdern beftehen läßt, Die nad) 
Sinus oder nach Kofinus viclfacher. Bogen fortlaufen, mie Died 
in. den michtigften Anwendungen der Mathematif auf Phyſik 
wünſchenswerth, ja unentbehrlich wird. — Die nächften Para: 
graphen werden dies beftätigen. 


$. 144. 


Es ſey u, eine.beliebig gegebene völlig beftimmte Funktion 
von x. Man fucht nun die Koefficienten A,, Ay, Az, der 
endlichen Reihe 

1) A, -sinx-A,-sın?x-A,-sındx-+-- Hk sin(n—1)x 
fo zu beftimmen, daß dieſe Reihe für ol, zu — 


n n n? 
S * 





, mit den zugehörigen Werthen von u, Die wir bezüg⸗ 
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lich durch u, U; Us, + un-ı bezeichnen wollen, einerlei 
Werth erhalte. 

Nach $. 128.) Hat man zur Beſtimmung dieſer n — 1 Koef⸗ 
ficienten die n — 1 Gleichungen 


o . 2x . d 
A,-sin + A,-sin A, sin + 


+ Eu, 


.2  . An .6 
A, sin = + A, sin C+A,sin he | 
Un— 
.d . 6x . 
A,sin Az. sin = +HA,sin + - 


+ A,’ sın — — Us 


A, sin —— 


“m —— m ey 50 DAR. 
A, Sin —* — U 4.- 


Dieſe Gleichungen gehören zu den einfachen algebraiſchen Glei⸗ 
chungen und müſſen nun nach den n— 1 Unbekannten A,, A,, 
A," An—1 aufgelöft werden. 


Um aber aus diefen Gleichungen einen der unbekannten 
Koefficienten 5. B. Am zu finden, muß man die n—2 übrigen 
eliminiren; und dazu Fann man fich der Methode der Multiplis 
katoren (der franzöfifchen oder Bezout’fchen Eliminations- Mes 
thode) bedienen. Im gegenwärtigen Falle erreicht man feinen 
Zweck fogleich, wenn man diefe n—1 Gleichungen nad) der 


Reihe mit 
Imr 3mr . (n—1)mx 


. Mi . . 
n n n n 


multiplicire und zuleße alle addirt. Betrachtet man nämlich 


— 


i 
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dann in der neuen Gleihung das mit A, afficirte Glied, fo 
bat folches den Koefficienten, 
Imx 


2sin —. ‚sin = + sin si sin = in "sin t. 
+ ?sın —e— Dix, (a 1er Dex 
n n 


oder, wenn man die Produkte der Sinus in Differenzen von 


Kofinus verwandelt, den Koefficienten 
005 EL os RE ons RZME N... 


-L.cos um —ı)ı 


— cos mtr): _ ,„, mm)r cos mr) _ 
. n n n 


os -Dmt = 


n 
oder, wenn man jede Diefer Koſinus⸗ Reihen (nach $.135. N.5.) 
ſummirt, den Koefficienten 


sin (a DI. sin (a 9 PT 


Isin en a, A 
2n 2n 


Weil aber, fo oft 9 Null oder irgend eine ganze Zahl iſt, alle 
mal sinbz—=0 und cosdz—=(-—-1), alfo auch 
Br 0x . 6x N) Ox 
sinn — 3) — = sın —E =) = —(—[)- sinn 
it, fo verwandelt fih, fo lange m von » gerfchieben, alfo 
m—y nicht Null ift, dieſer Koefficient von A, in 
— HN db in . D°-1) 
d. h. in 0 Rum), 
fo dag alle Glieder ans der neuen Gleichung herausfallen, bis 
auf das einzige mit A. afficirte Glied. Der Koefficient von 
A, dagegen wird 
Win 
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und verwandelt fich, nach ber Formel 25in B? — 1mcas 28, in 
(n—1)—|cos DE 008 ER 4008 — ... 

-Lcos %n — 1 | 

Nun iſt aber diefe Summe der Kofinus (nad) $. 135. Nr. 5.) 


. (n— 1)mx 
cos MT In —— 


n 
— a a, 1 U} 
. mı * 
sın — ” 

n 


alfo ift der Koefficient von A„ allemal =n. | 
Die entftandene Gleichung reducirt A Daher uf 


9% A u ‚sin tur sin —+u, ‚sin EL. 
Pu⸗- sin EM er) 








*) Es if nämlich 
(n — 1)mx mx 
— em— —, 
n n 
alſo 
sin) Eu = —(— 1)". sin ur 
n n 
veil cosmz —=(—1)" ift, fo lange nur m Null oder eine pofitive ganze 
Zahl iſt. 


”*) Es ift fehr intereffant, die Kunftgriffe wahrzunehmen, durch welche 
tagrange die Faktbren gefunden hat, womit wir hier jede der auf- 
ulöfenden Gleichungen multiplieirt haben, damit, wenn nachher alle Gleis 
hungen addirt werden, alle Glieder zur Linken herausfallen, bis auf das ein⸗ 
ige Glied, welches A, enthält, fo daß nun A, gefunden wird. — Man 
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wenn man ftatt b alle pofitiven ganzen Zahlen feßt, bie nicht 
>n—1 find. 

Setzt man aber hier herein ſtatt m nach und nach 1, 2, 
3, 4, 5, + n—1, fo bat man alle die einzelnen Koefficienten 
A,, Az, Ay, Ay, + An-ı gefunden. — Die gefuchte endliche 
Reihe 1.) geht aber dadurch über in 


4) 2, „S[sir ax-S Up sin =], 


wo man dem a "alle Werthe 1, 2, 3 + n—1 giebt, und für 
jeden beftimmten Werth von a, wiederum dem b alle Werthe 
1,2, 3, + n—1 geben muß, um den Koefficienten von san ax 
zu befommen. Diefe endliche, aus n—1 Gliedern beſtehende 


Reihe 4.) Hat nun die Eigenſchaft, daß fie für =. = 


n 
3x (n— 1)x 
n 


u, (für diefelben Werthe von x) bezüglich zuſammenfällt; für P 
jeden andern Werth von x aber im Allgemeinen einen andern | 


Werth aunehmen wird, als den, den die gegebene Funktion u, 
annimmt. 
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Ninmt man nun hier m unendlich groß, fo Daß der Une | i 


ſchied — — der Werthe von x unendlich-Elein wird und durch ds | 


bezeichnet werden kann, während — die verſchiedenen Bert | 
von x vorſtellt, von x—=0 an big zu xx hin, fo vertan 
delt ſich jegt, weil 2 _ 2 2 


e7 
cient Am (in 3.) in 


>| 


Zu TE mit den Werthen u,, Ug, Us, *- ung GR ki 





T ⸗ 
*7 6x wird, der Koeff⸗ 


vergleiche deshalb noch des Verfaſſers „Lehrbuch der Mechanik“ 3. Thal ’ 


(Berlin bei Enslin 1838.) Kap. XV. pag. 513 seqq. und die Miscellanea 
Taurin. T.L—T. II. (1759. — 1766,). 


| 
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A.. S.· in mæ · dy) I 


wo S die Summe aller unendlich vielen Glieder bedeutet, welche 
aus u,-sin mx-dx dadurch hervorgehen, daß man flatt x alle 
Merthe fett, welche um dx von einander verfchieden find, bK. h. 
welche ſtetig neben einander und zwiſchen O und x liegen. Dieſe 
Summe wird oo“ (nad) $. 20.) durch das beftimmte Integral 


— —** Sin mx · dx 


ausgedrückt; deher hat mn jetzt 


5) —E—— u,-sin mx: dx, 
jo daß 
6) — SLsin X fe gu sin ax dx] 


eine unendliche Reihe vorftelt, welche nach Sinus der vielfachen 
Bogen ax (d.h. x, 2x, 3x, 4x, etc. etc.) fortgeht, und welche 
die Eigenfchaft hat, daß ihre Werthe (wenn fie nur deren wirk⸗ 
lich hat, d. b. wenn fie convergent ift) mit den Werthen 
von u, zufammenfallen, fo oft x zwiſchen O und m liegt; wäh: 
rend für alle übrigen Werthe von x, die Werthe der Reihe 6.) 
von den Werthen von u, im Allgemeinen verfchieden ſeyn mer 
den, und namentlich fchon für x—=0O und für xx verfchie 
den ſeyn können. 
Schreibt man daher 
w=A,sinxtA,sın 2ö4 sin IxtA, sin 4x 
‚+ in inf, 
und nimmt man Dabei A, A, Ass FW o.. aus der 
ee 


fo gilt diefe Gleichung einmal nur, wenn dieſe unendliche Reihe 

convergent ift, und dann nur für alle Werthe von x, welche 

zwiſchen O und x liegen; s und fie wird im Allgemeinen. fchon 
30* 
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nicht mehr wahr ſeyn, wenn x—0 eber x ſckht wi 
wirb, noch weniger aber, wenn man x<0 etr >= pt 
men wollte. 






Te J. 
Setzt man in I.) 2sinx-u, flatt u,, umb zerlegt man 8 
A das Probuft 2sinmx-sinx im bie Difftren; 
cos (m — I)Jx —- cos (m-+-1)x, und dadurch A, felber in die 
Differenz 
B„a-1ı—Barı, 


indem man j 
B„ = Pr RL mx.-dx 


nimmt, — fubfituirt man flatt A,, A., A, A, etc. ei 
ihre Werthe Bk—B., Bk—B,, B.—B,, B,—B,, etc. etc, 
ordnet man das Ganze nah B,, B,, B., B,, etc. etc. um 
Binibirt man zulegt durch 2sırz x wieder weg, fo erhält man 
u= +B,+B,:cos x-+-B,-coos 2x +-B,-cos 3x-+-, 


I wenn genommen toird, für m = 0, 1, 2, 3, 4, */ 


2 
B.* 7 FR u, cos mx dx. 


Diefe Gleichung gilt natürlich auch nur dann, wenn BR 
L) gilt, und wenn diefe Reihe in II.) zur Rechten ebenfaßd 
convergent ifl. | 
Anmerkung Das Verfahren des Eliminirens, welhe 1 
wir im $. 143.) angewandt haben, zeigt ung übrigens ein Mit 
tel, beide unendliche Reihen I.) und II.) direft zu finden, ohne 
zuvor eine endliche Reihe von n Gliedern finden zu müflen, 
um von Ihr aus zu dem Falle übergugehen, in welchen n | 
unendlich groß if. Stellen wir uns nämlich direkt folgende 
Aufgaben: 
I. Dan fo eine beliebig gegebene Funktion u, in ein 
„nach dem Sinus vielfacher Bogen fortlaufende Reihe entwickeln. 
Auflöfung Man wende die Methode der unbeftimmten 
Koefficienten an, ſetze daher zuerſt 
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w=A,sinx-A,-sin 2?x+A,-sin3x-+ «-, 
und fuche nun die unbefiimmten Koefficienten, dieſer Gleichung 
gemäß zu beftimmen. 
Denkt man aber daran, daß wenn a und Ib zwei beliebige 
ganze Zahlen vorftellen, dann allemal 
A ein ax-sin bx-di«—=0 iſt, fo oft 6, 
dagegen ° 
Se; sin ax - sin bx · dx =4r if, wen a=b*, 
fo wird man die angenommene Gleichung nach und nach mit 
sin x, sin 2X, sin 3x, sin 4x, sin 5x, etc. etc. multipliciren, 
jede diefer neuen Gleichungen aber links und rechts nach x 
zwiſchen den Grenzen O und x integriren; und man erhält 
Sa: sUs sin x-dx—=ym-A,; 
Sa; Us sin 2x-.dx = 4r-A,; 
Ss% sin 3x-d—=gmA, uf m fi 
fo daß hieraus die unbeftimmten Koefficienten A,, A,, A,, 
etc. etc. gefunden werden, in beftimmte Integrale ausgedrückt. 
Man erhält zuletzt 


1) u,= = -S[sin ax- /, . „Ux-sin ax · dx] 


wenn flatt a nach und nach Null und alle ganzen Zahlen ges 
fest werben, und wenn S bedeutet, daß die Summe aller un- 
enblich vielen Glieder, bie auf diefe Weiſe aus dem, in ben ecki⸗ 





”) €6 if nämlich 


sin ax-sinbx Icos (a—b)x— Zcos(a+b)x 
und für a=b | 
 sinax-sinax = L— Lcos 2axz' 
“ (a—b)x (a+b5) 
_ sinla—b)x _ sin(a x 
17) Ssinax-sinbx-de= — — 5“ 3G_5) 36-9) 
2) Ssipax-sinax-de= 4x— 2 sin Iax. 
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gen Klammern befindlichen allgemeinen &liche bervorgchen, 9 hi 
nonmen werden ſoll. ge 

I. Eof u, in eine Reihe verwandelt werben, welche 
Kofinus der vielfachen Bogen fortläuft, fo ſetze man 

2, =B,-+B,-cosx+B,-cos 2x-+-B,-cos 3x, ' 
multiplicire diefe Gleichung mit cos O, cosx, cos 2x, cas 
cos 4x, etc. etc., nehme links und rechts die Integrale 
fhen den Grenzen O und =, und man erhält 


1: 
Sans dx = Bot, die B,= — Ser Us dR 


außerbem aber noch, wenn a jebe belichige poſitive ganze ZW 
vorficht, 


B= > fra 008 ax · dx. 

Man hat daher zuletzt 
= dx. -S[oos ax-fu,2U2-008 ax ˖ dxz), 
wo jedoch der Werth Null von a ausgeſchloſſen bleibt; ode 
auch | 


2) u,= = «S[cos ax: /„,pUxCos ax · dx], 


wenn man auch noch a*0, aber von dieſem Gliede mr 
die Hälfte nimmt. 

Diefe Gleichungen 1.) und 2.) find genau die Gleichun⸗ 
gen I.) des $. 145.) und II.) des $. 146.); nur bag man hie 
noch nicht weiß, wie weit fie gelten. 

Wir haben nämlich jet die Methode der unbeſtimmten 
Koefficienten angewandt, alfo vorausgeſetzt, daß eine foldı 
Reihe, wie wir fie ſuchen, eriftirt. Die gefundenen Nefultat 
gelten alfo gar nicht, wenn diefe Vorausſetzung gar nie flat 
haben ſollte, — oder fie gelten doch nur in dem Umfange, ü 
welchem diefe Vorausſetzung fett bat, ohne daß das Geſetz dei 
Stetigkeit unterbrochen wird. Die Unterfuchung, ob überkaupt 
oder in welchem Umfange die, mittelſt der Methode der un 
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beftimmten Koefficienten gefundenen Nefultate gelten, muß Daher 
der Anwendung der gedachten Methode felbft allemal auf dem 
Fuße folgen *). 

Man müßte daher nun 1) die Convergenz ber gefundenen 
Keihen unterfuchen (da folche nicht nach Potenzen von x fort 
laufen); — und in allen den Fällen, wo die Konvergenz aus⸗ 
gemittelt ift, 2) die Reihen felbft wieder fummiren, um’ zu fehen, 
ob, oder in welchen Zällen fie die Funktion u, mieder geben. 


$% 147. 

Geht man aber von den ($. 145. und $. 146.) gefundes 
nen Gleichungen aus, nämlich von 
w=A,sinx-A,sin2x+A,-sin3x-- ın inf., 


1 wo An= four sinma- dx, 





und 
sB.+Bı cosstB, cos —* :c0s3x--ın inf., 


IL. Im B. cos mx-dx, 


fo wiſſen wir bereits aus der dortigen Enttwickelung, daß fie 
nur für alle Werthe von x gelten, welche zwiſchen O und x 
liegen. Dagegen geht aus der Entwicelung des $. 144.) her 
vor, daß die Werthe u,, Us, Us, -- Un-ı ganz willkührlich 
und gefeßlos gewählt werben Fönnen, daß daher diefelben For; 
meln I) und II.) noch gelten, wenn u, eine Reihe vollig ges 


) Früher glaubte man, daß die Nefultate, welche die Methode der 
unbeftimmten Koefficienten Liefert, Feiner weitern Beſtätigung bedürften, in⸗ 
dem man wähnte, daß wenn die Annahme der Sorm nicht gerechtfertigt fen, 
folches fich mährend der Rechnung durch Widerfprüche fogleich herausſtelle. 
— Wir haben gegen diefe gefährliche Anficht bereits in den „Aufſätzen aus 
dem Gebiete der höhern Mathematik“, Berlin 1823. &. 39. ff. gewarnt, 
und gezeigt, daß Fein Widerfpruch während der Entwickelung fich zeigen kann, 
fobald die angenommene Form der Keihe auch wur in einem einzigen befon- 
deren alle zuläſſig feyn follte. 
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fetlofer Werthe vorſtellt, d. h. eine biscontinuirliche Kun 
tion von x if. Man kann aber bald noch bemerken: 
1) Die Gleichung 1.) gilt auch noch für alle negativen Wer⸗ 
the von x, welche zwifchen O und —x liegen, fo oft flatt u, 
eine folche continnirliche oder Biscontinuirliche Funktion @, ge 
feßt wird, welche die Eigenfchaft hat, daB p_ „= — pr iſt. 
2) Die Gleichung II.) gilt Dagegen auch noch für alle ne 
gative Werthe von x, welche zwiſchen O und —x liegen, aber 
wenn ſtatt u, eine andere Funktion %, gefegt wird, welche dieſe 
andere Eigenfchaft hat, da y_,—%r iſt. 
3) .„Seßt man daher, während u, jede beliebige Funktion 
vorſtellt 
ꝙp. & tu. - vn und = Su Fun, ' 
fo if . = Yrt% 
dabei aber p, eine bich Sunftion wie fie in 1.) vorausgeſetzt 
worden, während Y, eine folche ift, wie wir fie ung in 2.) ge 
dacht haben. Finder man daher aus I.) p,, und aug II.) %, 
ſo folgt, weil p. V. — u, iſt, 
I. u.— BBauꝙ x-+B,.cos 2x-+-B,-cos er} 
* ASin x PA sın 2x-- A,-sin 3.x- 
wenn A„ und B„ aus den Gleichungen 


Bn = 2 fusslüstu-.)-c0s mx.-dx 
1. 
= — Sr ms‘ cos mx.dx *), 


am I fer au) Sin mx dx 


1 . 


*) Zerlegt man das letztere Integral nach $. 24. I.) in zwei Integrale, 
von denen das eine zwiſchen x und O, das andere zwifchen 0 und —x ge 
nommen ift, und führt man in legterem z= —x (alſo x=—z) ein, fo 
verwandelt fich folches nach $. 22. IL) in /x,gu_,-cosmz-dz d. h. in 


S. 148. | Fourier s Reihen. | 473 


beſtimmt werden; und dieſe Gleichung TIL). ‚gilt für jeben Werth 
von x, welcher zwiſchen —x und 4x liegt, wenn nur die 
Reihen felbft convergent find. Für x0 Fann aber vieleicht 
die Gleichung III.) nicht gelten, weil bie 1.) und IL) für x = 0 
nicht nothwendig wahr bleiben. 
4) Weil man aber in jedem beftimmten Integral nach x, 
fiatt x und dx bezüglich z und dz feßen kann, und weil dadurch 
cos mx-fu,-cos mx-dx = fu,-cos mx-cos mz.dz, 
sın mx [u,-sin mx-dx = fu,-sin mx · sin mz-dz, 
alfo, wenn man beide Gleichungen addirt und durch x dividirt, 


Ba cos mx-tA, sin mx = — Sarg ln cos m(z —x)-dz 


gefchrieben werden kann, fo geht die TIL), wenn man je zwei 
unter einander ſtehende Glieder nach der vorflehenden Formel 
vereinigt, noch über in 


IV. = · I-cos (a—x)-+cos Xa—x) 

+c0s X2—x)-+..]-dz. 

Umgekehrt: Kann eriwiefen werben, daß wenn man von 

dieſer Iegtern Reihe n erſte Glieder nimmt, der Ausdruck zur 

Rechten. der Funktion u, immer nähen Eommt, je größer n ge 

dacht wird, und dem u, unendlich nahe rückt, wenn n unend⸗ 

lich groß wird, fo ift nicht bloß erwiefen, daß die Reihen in 

II.) zur Rechten convergent find, fondern es ift auch zu glei⸗ 

cher Zeit das ganze Verfahren gerechtfertigt, welches zu dieſen 

Keihen geführt hat. — Dies wollen wir nun nach Dirichlet 
bier thun *). 

$. 148. 
A. Wir wollen in III.) zur Nechten ‚die Glieder der Rei⸗ 
ben bis gu B,-cosnx und A,-cosnx nehmen, alfo 2n-1 





Sz;na_,cos mx-dx, und es erhellt nun bie oben ſtatt gehabte Umfor⸗ 
mung bes integrald. 
Achnliches für die nächfte Zeile im Texte. Ä 
H S. Dove's Repertorium der Phyſik. I. Bd. 
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Glieder, und diefe fummiren. Zu dem Ende muß man von. der | 


Reihe in IV.) zur Nechten die Glieder unter dem Integral⸗ 


Zeichen bis zu dem Gliede cosn(z— x) nehmen. Die Summe | 


dieſer Kofinuffe ift aber (nach $. 135. N. 5.) 
| _ sin z(2n-+-1)(2z—x) 
2siny(a—x) 
alfo ift bie Eumme ber erftern 2n--1 Glieder in der Reihe 
III.) zur Rechten ausgedrückt durch 
In 1 sin +(2n+1)(z—x)_ 
—* Pre) Yen 3(2—x) da. 
Wir müffen num zufehen, ob für n=w bieder Ausdrud I 
in u, übergeht, fo lange x zwilchen 4x und —x liegt, 
B. Wir werden aber zuerft zeigen, dag wenn man dag 
sin (2n+ 1)8 
$ 


imB -dß, nachdem der. Kürze ivegen 


integral von 


2a -1L=x gefegt worden ift, nach und nach zwiſchen den 


Grenzen 0 und =, und ==, = und * *. u, ey 


und = sun, = und 3 nimmt, dieſe Werthe deſſelben abwech⸗ 
ſelnd poſitiv und negativ ſind, und abſolut immer kleiner wer⸗ 
den, ſo daß, wenn man die abſoluten Werthe dieſes Integrals 
innerhalb der gedachten Grenzen bezüglich durch 

Rı> Ras Rss " Bor On 
bezeichnet, diefe eine abnehmende Neihe bilden. 


Dies zeigt fih fo: 
Es liegt * allemal zwiſchen ( — 1)x und »x, wenn 4 wiſchen 


zur und = liegt. Daher ift sin «B für alle diefe Werthe von 8 


fortwährend pofitiv, wenn » ungerade, und fortwährend negativ, wenn v 
gerade ift, während sin B in demſelben Zwifchenraume immerfort pofitiv 


Bleibt. Alſo iſt für alle Werthe von 4, welche anifchen CZ“ und 


u sin «ßB 
> liegen, — 
% 


nachdem » ungerade oder gerade; alfo ift auch (nach $. 20.) 


SinB -d8 fortwährend pofitiv oder fortwährend negativ, je 
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I. sin “ß r 

’ „so sin B 

pofitio, wenn » ungerade, und negativ, wenn » gerade, d. h. es iſt 
„= - 1j if sin xB .dß. 


vr „ B-0* sin ß 
r % 


Diefer Werth von o, läßt fich auch durch ein Integral auchlden, welches 
zwiſchen andern Grenzen, nämlich zwiſchen den von » unabhängigen Gren⸗ 
zen O und — genommen if. Man darf zu dem Ende nur einen neuen 
Deränderlichen fiatt B einführen, mittel der Gleichung 

= ei ——— 


fo erhält man (nach $. 22. Anmerkg) 


| J. sinlo—1Yx-beg] „2, 
= „aim II 1x \ x) 


oder, weil sin(»—1)x 0, — (1)0 und daher 


sin I(- 1x try] = (191. sin “y if, und wenn man B flatt y, 
fo wie auch dg ftatt dꝙ fchreibt 


sin xß 
= S. ‚nen( CD: De, 5* 
In dieſem Integrale wird "aber der Zähler sin «B, welchen Werth von v 
man nimmt, immer nach und nach alle Werthe von sin 0 bis sin x durch- 
laufen, während die zugehörigen Nenner ein 1)x +6) für jeden 


größern Werth von » ebenfalls immer bezüglich größer feyn werden, fo daß 
Die durch das Integral ſummirten Differential Theilchen immer Fleiner find, 
wenn » größer gedacht wird. Alſo wird o, deſto Heiner werden, je größer 
v gedacht wird. 


C. Die Summe aller diefer einzelnen Integrale ift (nach 





4. 24. J.) dem zwiſchen den Grenzen O und rn genommenen - 


| sin(2n—+-1)ß sin (2n+-1)ß 
Sfntegral von — Tu dß gleich. Weil aber — 7a 
nichts anders ift (nach $. 135. N. 5.) als die Summe 


1-+2cos 28-+2cos 48 -+2cos 6B-+ ·· 2cos 2nß 
und diefe letzteren Glieder, nach ß zwiſchen den Grenzen O und 
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4 integrirt, alle Null geben, bis auf das erftere, twelches ix 
giebt, fo bat man 
sin(2n 4-1) 
’ J.. ap =; 
folglich if Ä 
) a —e +9 -u + Er > 4%, 

aber eben deshalb, und weil die Glieder Diefer Neihe beftändig 
abnehmen, bat man, wenn 2m<{n übrigens eine gerade 


Zaahl iſt, 


2) 9 9, +9: — at" — San Font > Ir 
und 


3) 98 t93 at" Am Si. 


Subtrahirt man nämlich von der Reihe zur Rechten in 2.) die pe 
fitiven Glieder (Com +2 — Q2m+3): (Cam+s — B2m+5? ete, etc., ſo es 


hält man er (nach 1.) den.Werth x. — Addirt man dagegen zu der 


Reihe zur Mechten in 2.) noch die pofitiven Glieder Con. — Cam+?): 
(Ce2043 Amp), etc. etc., fo. erhält man ebenfalls (naͤch 1.) erſt den 
Werth ix. 

D. Denken wir und nun unter fg eine folhe Funktion 
von B, welhe von B=0 an bis zu B=b hin, während b 
eine willkührliche pofitive Gonftante, aber nicht >4x iſt, immer 
einen pofitiven Werth hat, dabei aber nie wächſt, deren Werthe 
alfo entweder immer Eleiner werben oder doch diefelben bleiben, 
und fielen wir und vor, daß das Integral 


\ ER g..dB —S 


| v0 sın B 
(nach $. 24. I.) ebenfalls in die Summe einzelner Theile zerlegt 
werde, die bezüglich von O big —, von — bis en, zu⸗ 


letzt von 7 bis b gen men find, wenn x fo groß und pofſi⸗ 


tiv ganz gedacht ift, daß CH, wird, — fo find auch 
diefe Sintegrale, welche wir durch 


0 
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R,, —R,, R,, —R,, R,, —R,, etc. etc. 
begeichnen wollen, abwechſelnd pofitiv und negativ, fo daſi R,, 
R,, R,, R,, R,, etc. etc. lauter abjolute Zahlen (d. h. nicht 
negative) BR Denkt man fich nämlich 


—ı_ v1 sın Ber 
— 1) In, w—1)x sin 8 Ye dB, 





ſo iſt R, allemal pofitiv. 
Man bat alfo 

1) S=R,—R,+R,—R, ++: HRası 
und da die abfoluten Zahlen R,, R., R,, R,, '** wiederum 
eine abnehmende Neihe bilden, fo ift wiederum 
29 S>R,—R,+R,—R,+'-—Ra | 
9) S<R—R+R—R, + —RotRait 

wenn nur 2m gerade und <Cr ifl. | 

Es ift nämlich (nach $. 24. V.) der Werth R, allemal = Igrg, 
wenn S,, einen unbekannten Zrwifchen- Werth von fa vorftellt, der zwifchen 
dem größten f,_gye:, und Eleinften Ey, von allen Werthen von Is 


liegt, die fich von = Ze an, bis zu =" hin, für alle 
Werthe von B ergeben. Weil aber der Borausfegung su Folge, fz nie grö- 
Ber wird (mährend 8 wächſt) und dabei immer pofitiv bleibt, fo folgt Daraus: 
1) daß R, immer pofitio iſt, aber auch 2) daß R,,,<R, if; denn es 
ift aus bemfelben Grunde, aus welchem man R,—=fg-g, bat, au 
R,rı = fg Qy41 wo fa 77 ift, während man shnedies Rd 
hat. . 

E. Setzt man nun in ber Ungleihung D. 2.) flatt ber 
addirten Glieder R,, R,, R,, etc. Eleinere oder gleiche Werthe, 
nämlich bezüglich Fr:nQi> ÄaxınQr Frın"ga, etc. etc, und 
ftart der fubtrahirten Glieder R,, R,. Ne .. bezüglich größere 
Coder gleiche) Werthe, nämlich Sa: 92 faxin ar Äozin'Qen ſo 
bleibt offenbar diefelbe Ungleichuug noch aufrecht, d. h. man 
hat noch 

1) Sf* (gi —ge) Hex: (9— —g,)-+ *46 
+fen-12: :“ We Bam). 


% 
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Wendet man nun dad umgekehrte Verfahren uf D. 3.) an, 
-d. 5. ſetzt man ſtatt ber addirten Glieder bezüglich größere, ftatt 
der fubtrahirten Glieder aber bezüglich Eleinere, ſo ergiebt 
ſich noch 
2) S<f,- 1 —ax:u(Qa he: 2 (9: )— . 
— franz" (Dom — Banzı)- 
Meil aber, in 1.) und in 2.) alle Glieder pofitiv find, fo bie; 
ben dieſe beiden Ungleichheiten noch aufrecht, wenn man ftatt 
aller dieſer Wertbe von f, mit Ausnahme von f,, einen und 
denfelben Werth fanx:z fet (ber enttweder eben fo groß oder 
Eleiner ift, als jeder diefer Werthe). Man hat alfo 
3) S>(9,—8: +8 ße + — om)" fra: x 
4) S<I0, —(Q2—23 t8: — "Fam — Qom+ 1) Eimz: 
Neil jedoch nach C. 2.) der erfie Faktor in 3.) zur Mechten 
Sir—psmrı, dagegen der erfte Faktor des fubfrahirten Glie— 
des in 4.) zur Nechten <o, —4x ift, fo folgt noch aus 3.) 
und 4.) 
5) S> an Some: — Qam+ı om: 
6) S< Arne: t 91 -(fo — Sanx: x) 
F. Denft man ſich nun n unendlic) groß, fo if x = In-Hi 
ebenfalls unendlich groß, und auch r unendlich groß, weil r 


bie größefte ganze Zahl ift, welche in 2m d.h. in 2 &n) 


fiecft; alfo Fan auc) nun m unendlich groß werden, weil Feine 
andere Bedingung für m obwaltat, als daß 2m Ir feyn fol. 
Man denke fich aber m immer fo, dag — 2m z. h. m _ 
n=& noch unendlich Elein wird an. denke fi ji j. 3. m 
von der Form Yn, oder n von der Form m?), ſo werden bie 
für S (in D. 5. und 6.) gefundenen Grenzen nur unendlich 
wenig von einander verjchieden ſeyn; und man bat dann 
S=ymf; d.h. 

or S, sinn a5 jat, (ie nn) 


o sınB 
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während b poſitiv, — <t dr und im nebrihen eine beliebige con⸗ 
ſtante Zahl iſt. 
Denn ed iſt auf der einen Seite (nach 5 24. N. “> | 
1 1 
Plan 1 ein BJ para, amtın ap = -- sin B 
° F | E | 
1. 1 , 

wenn 77 ein unbekannter Werth von 7 iſt, aber zwiſchen dem größ⸗ 


ten und kleinſten der Werthe liegt, die | annimmt, wenn flatt B alle 


1 
Werthe von eat an bis zu ——— hin geſetzt werden. Alſo 


2 1 2 1 
liegt anti wiſchen 7 7 Om + 1)x und 7 ̃ d. h. 


Eu [nt] j [Er+®=] 
wiſchen (m 1)x , Gut " und Am +2 — m 


alſo wird 
mr 0 fr m=o d.h fü 1 0; 
folglich wird auch gom+i Fanz:, 0. E 


Auf der andern Geite wird Sur fürn=o, alſo b 0: = for 


während oe, für n=w einen endlichen beftimmten Werth annimmt; denn 
es iſt nach C.2.) für m=1, go —e.<Ex, alſo or. <zZx te. wäh⸗ 
rend nach den nächft vorhergehenden Zeilen (wenn 2 flatt mi geſetzt 
wird) oe, allemal zwiſchen 

—E—— 


3— N nd . 3x 
sin 7 sn — 





liegt; — alfo wird auch er" Chamz :. fo) = 0. 


G. Daraus folgt auch noch, dag wenn a<b if, übri⸗ 
gend pofitiv und beliebig conftant, und wenn fa zwiſchen B= a 
und B=b nie zunimmt, dann allemal für n = feyn wird 
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(9 --- A —— — d4B⸗ 0 nme), 


eo sin 


wenn nur b <# iſt. 


Denn da man ſich zwiſchen B==0 und B=a die Funktion f noch ſo 
denken kann, daß ſie von B=0 bis B=b nie umimmt, fo hat man (mad 
F. ©.) daffelbe integral = jx-fo, es mag folches zwiſchen BO un 
B=a, oder zwiſchen B=0 und B=b genommen werden, während bei 
legtere aus der Summe bes erfieren und des zwiſchen x—=a und x=h 
genommenen Integrals beficht (nach $. 24. L). 

II. Etchen aber diefe Nefultate ©.) und C.) feſt, wenn 
fa pofitiv iſt und (während B innerhalb feiner Grenzen wächſt) 
nie zunimmt, fo gelten Diefelben auch noch, wenn. Die Werthe 
von fa auch negativ werden, — und auch dann noch, wenn bie 
Werthe von fg immerfort, mit B zugleich größer werden, oder 
diefelben bleiben, und dabei pofitiv und auch negativ find. 


Dam, angenommen, daß fg war nicht mit 4 wächſt, aber doch ne | 


gativ wird, fo nehme man e conftant und größer als der abfolut größeke 
| negative Werth von fg ‚fo if c—hz immer pofitiv, und es gelten daher 
die Formeln ©.) und. c. ), wenn c—fg flatt fg gefent wird. Dann aber 
zerlegt ſich das Integral (in ©. oder C. zur Linken) in die Differenz 
sin(2n+1 sin(2n +1 
Je a dp —SIe‘ — x ‚dB, 
von welchem das erftere = 3x -c wird für n=w (nah O.), oder =0 
wird für n—=w (nah C.), je nachden die Grenzen bes Integrals O umd 
b, oder a und b find; während das ganze integral in denfelben Fällen 
(nad) ©. oder C.), = Ia(e — No), oder =0 wird. Daraus ergeben fih 
aber wieder die Formeln ©.) und C.) für das jegige f;- 
Nimmt ferner fa nie au, fo nimmt —fz nie ab, alfo gelten dann die 
Formeln ©.) und (.) wenn man —Ig flatt fg ſett. Dies giebt (nach 
©. und (.) 


ft sin(2n -+1)3 .di= Ix · (- fo); oder —=0, 


snB 
je nachdem die Grenzen des Sintegrald O und b, oder a und b find. Dies 
ift aber wiederum die Gleichung ©.) oder (.) für die jegige Funktion T,. 
J. Es gelten endlich diefe Formeln ©.) und C.) auch, 
wenn fa irgend eine beliebige ftetige Funktion ift, welche zwifchen 
den 





nn 0 Ge" Ein 1 
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den Grenz⸗Werthen O und b, oder a und b von P, beliebig 


oft vom Wachfen zum Abnehmen, oder vom Abnehmen zum 


Wachſen übergeht. 


‚Dies folgt, wenn man (nach $. 34. I.) das Integral in fo viel Theile 
zetlegt, ald die Zunftion vom Abnehmen zum Wachſen, oder vom Wachfen 
zum Abnehmen übergeht, fo daß die Integrale nach und nach zwiſchen den 
Grenzen O oder a und e,, dann zwiſchen «, und e., hernach smifchen =, 
und »,, u. f. w., zuletzt twifchen =, mb b genommen find, wenn z,, a,, 
a,, 1 a, bie Werthe von 4 vorftellen, für welche fz ein folches Marimum 


ober SRinimun iſt. Dann find die Integrale alle (nach C. und H.) einzeln 
S O, bis auf das zwiſchen BO und 3*2 genommene, ', welches (nach 


©. md H.) =irk, if. 


K. Unterbeicht aber F, für B=s (mo = zwilchen O und 
b liegt) feine Stetigkeit und zwar fo daß fa ald Endwerth der 
einen Funktion einen befonderen Werth bat, den wir durch f,_o 
bezeichnen wollen, und als Anfangs» Werth der andern Zunftion 
(die von B= e an unter fa verfianden werden fol) einen ans 
deren Werth hat, den wir durch Faro bezeichnen, und der von 
fo verfchieden iſt ), fo gelten die Säße ©.) und C.) deshalb 
noch immer, weil nun dag integral wiederum in zwei zerlegt 
werden. kann, von denen nur das eine, welches von O bi 


ſich erſtreckt, = 4=-f, iſt, nah ©.) und J.); das andere aber 


— 0 ift, nad C.) und J.). — Und wenn die Stetigkeit inner 
halb der Grenz Werthe von B beliebig oft unterbrochen wird, 
- fo darf man nur das Integral (nach) $. 24.1) in. eben fo 
viele Theile zertheilt fich denken, um, die leßteren alle = 0, bag 
erfiere aber — 4n-f, zu haben. 

L. Alſo gelten die Formeln ©.) und C.) für jede beliebige 
ftetige oder nicht ftetige Funktion, welche ftatt fa gelegt wer; 
den mag. 

In dem Ausdrucke T in A), deffen Werth fr n=w 
toir eigentlich auffuchen, nämlich in | 


*) Pur im Falle der Stetigkeit iſt alfo oh mf. 
Bd. U. | 31 


— 
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— sin(n+1)-4z—x) 
Taf Tanga 0 
ift aber u, beliebig gedacht, ftetig oder nicht fletig. 

Diefes Integral T Täßt fich nun zunächft (nach $. 24. 1.) 
in zwei Integrale zerlegen, von denen dag eine von —x bie 
x, das andere von x big x fich erſtreckt. Nach $. 22. Ans 
merfg.) kann man aber dieſe Ießteren beiden fogleich umformen, 
fo dag man erhält 

W “ — sn(ia-+1)-!z 
2) - T=ß,-a4) Unts‘ — 7 .dz 


sın (2n+-1)- 32 | 
T/a0Uxtı' — e «da, 
oder, wenn man 4z2—=B, alo dze=2dB feßt, und wenn 
man ferner auf dag erftere dieſer Integrale die Formel 
SF aR=—[,‚fdx anwendet, 


sin (2n+-1)ß 


3) * ———— sin ß dB 
sin (2n+1)3 |. 
Hin Fa 


Betrachten wir zunächft das zweite diefer Integrale. Da 
x zwiſchen —r und x liegt, fo liegt la — x) zwiſchen = 
und 0. Fir 4 a—)=0, d. h. für xx iſt ſolches In⸗ 
tegral, = 0. — Iſt x Null oder pofitiv, aber zwiſchen 0 
und x, fo iſt Zar x)<4r; alfo ift (nah ©. J. und K.) 
baffelbe zweite Integral =4r-u.g0, wenn n—0 gedacht 
wird, — Iſt aber x megativ, zwiſchen O0 und —x, alfo 
Hr—x)>4;r, fo zerlege man baffelbe zweite Integral (nad) 
$. 24. 1) in die Summe zweier Integrale, von denen das eine 
zwiſchen O und zu liegt, alfo fr n=w (nad ©. und J.) 
den Werth yrru.ro annimmt, das andere dagegen 
— — a da iſt. Setzt man in die⸗ 
ſem letzteren x — 5 — Y, und wendet man noch den Satz an, 


= Sa) he Ux+28 . 
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nach welchem hf .dx:=—f ,‚f-dx if, fo erhält man 
ſelbiges 
sin Zn-+Na—y) ,; 

sin(2 —y) 

Weil aber sin @—y)=siny und, inſofern n eine 
ganze Zahl if, auch sız Gala = sin (2n-+-1)y 
ift, fo wird dieſes letztere Integral 


sin 2n+ ty .dy; 
sin y 


= Sina) lat 


= Serge late," 


und folches wird nun wiederum für n—=& der Nul gleich 
(nach €. J. und K.). Hiervon iſt ausgenommen der Fall, wo 
x——x felbft ift, fo daß bie erfiere Grenge 4x), = 0 
toird, weil für dieſen Fall das integral (nach ©. J. und K.) 
= FT Us+R-0 d. h. = 37 Ux-0 wird. 

Es iſt alfo für alle Werthe von x, die zwiſchen —x und 
tx liegen, und für_n=w, das zweite integral in 3.) 

>= 4n-u.r0; die beiden Grenzen x—=— x ud x—-+x 
ausgenommen. Für x—=—x wird nämlich daffelbe 
— Im · ux0 tin u und für = Mird daffelbe S 0, 
immer unter der Vorausſetzung, daß n = wo fl. 

Betrachtet man ganz auf Diefelbe Weife dag erftere der In⸗ 
tegrale in 3.), fo findet man zuletzt, daß folches für n — wo 
im Allgemeinen = zu, wird, dagegen 

fr s=—ı ü 0 
and fr xt in mw FIT U_xH0 
übergeht. 

M. Solglic findet man aus 3.) für alle Werthe von x, 
die zwiſchen —x und x liegen, wenn n = oo gedacht wird, 
T = z(u,-o+u,40). 


Für x——m und auch für x55 wird dagegen, immer 
unter der Vorausfegung, daß n *0 if, 
= Hugo FU_e40) 


36* 
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Man fieht daraus: 

1) Iſt u, bei einem beftimmten Werthe von x ſtetig, alfo 
wo=uwnmu., fd geht T für n= oo genau in u, über. 

2). Für die Werthe von x dagegen, wo u, discontinuir 
lich ift, und wo ein End: Werth u,_o der erfiern Form von 
u, und ein Anfangs: Werth u,40 der andern Form von u, 
eriftirt, wird T für n=w bie halbe Sunme dieſer beiden 
Werthe von u,, bie zu dieſem beſtimmten Werthe von x gehören. 

3) An den Grenzen ber Werthe von x, d.h. für x — —x 


und für =, wird T füün=o nur om =u, d.h 


—=ux, oder — upe, wenn die Funktion ur die Eigen 
fchaft hat, dag fie für = —x und für x—=—x einen und 
denfelben Werth annimmt. 

Alfo iſt (mach A.) die Convergenz der Reihe III.) des 


$. 147.), fo wie zugleich die Richtigkeit dieſer Formel erwieſen, 
mit Berüchfichtigung der gefundenen Ausnahmen an den Gras I. 
sen, und der Modifikation, welche für den Werth von x ein | 
tritt; am welchem die Funktion u, diecontinuirlich ift, und felbk | 


zwei verjchiedene Werthe hat; in welchem Falle die Reihe II.) 
des $. 147.) die halbe Summe diefer letztern liefert. 


$. 149. 


1. Denkt man fi) nun eine beliebige Sunftion u, von 
x—=0 an bis u x— x hin, dan aber von x — 0 an big 
x— — hin, eine andere, ebenfalls durch u bezeichnete Funk—⸗ 
tion, fo dag für einerlei Werth von x, u_,=u, tird, fo iſt 
für u=0, doch noch u,-0 = U,40, obgleich (fir x = 0) im 





Allgemeinen die Stetigkeit unterbrochen feyn wird. Unter dee 


jegigen Vorausfegung wird aber ferner 

u, cos mx-dx 
für ale negativen Werthe von x bezüglich dieſelben Werthe an: 
nehmen, tie für die gleichgroßen und pofitiven Werthe von x, 
während 


—E 
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u,-sin mx · dx 
für die negativen Werthe von x zwar der Größe nach dieſelben 
Werthe annehmen wird, wie für die gleich großen und pofitis 
ven Werthe von x, jedoch_allemal mit dem enfgegengefeßten 
+ Zeichen. Deshalb ift jegt (nach $. 24. IL und II) 


2 
B,= — Sao Ur 008 mx: dx und An—=0. — Alfo geht 


aus III.) des $. 147.) wiederum bie IL) des $. 147.) hervor, 
nur dag wir jegt wiffen, daß diefelbe auch noch für x—= 0 
und für x—=a gilt (weil u_2-—=urz gedacht worden ift). 
und für die Werthe von x, für welche u, zwei Werthe u,.o 
und +0 haben folte, allemal noch richtig bleibt, wenn linke 
unter u, die halbe Summe diefer beiden Werthe verftanden wird. 
und weil bie Funktion u, von x=:0 bi8 x x ganz beliebig 
gedacht worden iſt, fo gilt alfo die Gleichung II.) des $. 147.) 
für x=0, für x<=r und für alle Werthe von x, welche zwi⸗ 
fchen Q und x liegen, wenn aud) u, eine gang beliebige Funf: 
tion von x vorftelt; nur für Diejenigen Werthe von x, 100 die 
Stetigfeit von u, unterbrochen feyn follte und wo zwei Werthe 
0 und u,40 eriftiven, muß links bie halbe Summe diefer 
beiden Werthe gefegt werden, wenn die GSleichung richtig ver⸗ 
bleiben ſoll. 

1. Denkt man ſich wiederum u von x=D an bi 
xx gang beliebig, dagegen von x=0 an bis u x — —r 
bin fo fortgeſetzt, daß u_,—= —u, ift, fo.bat man Bu = 0 


und An—= —fyoussinmx-dx; und bie II. des $. 147, 


geht num wieder in bie I.) bdeffelben $. 147.) über, fo daß leg 
F tere für jedes u, gilt, und für jedes x zwifchen d und x; — 
aber im Allgemeinen nicht gilt für <= 0 und.auc nicht für 
'x=m — An den Stellen endlich, wo u, (zwiſchen x — 0 
und x ==) ihre Stetigkeit verlieren follte und wo zwei. Wer 


the u,_o und Urt von u, eriftiren, da gilt fie nur, wenn zur | 
I u 8 
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Binfen unfer u, die halbe Summe diefer beiden Werthe verſtan⸗ 
den wird. 


$. 150. 


Will man Reihen haben, die nach Sinus und Kofinus 
der vielfachen Bogen fortlaufen, welche aber eine Sunftion u, 
ausdrücken von = —a an bi8 u x—=-ta hin, fo darf 
man nur in der III.) des $. 147.) einen neuen Weränderlichen 


y flatt x einführen, fo daß „--, oder x—-7 und 


dx — —.dy wird. Man erhält dann aus $. 147. M.) ſogleich 
Mm U 
um 4B.4+-B,:cos I -+B,-c0s SV -B,:cos IL. 


a 
HA, sin 4 A,-sin IA sin I+-, 


mährend 


1 mr 
B„= Sant glrsıa' cos —..dy , 


und 
1 ‚m 
An — TAνää. sim —. dy. 

iſt; und diefe Gleichung gilt, zwiſchen dem durch = — — un 
2 — tx gegebenen Grenz⸗Werthen von y, d.h. von y= —a 
bis zu y=-+a hin. | 

Keil aber u, jede beliebige Funktion von x gemwefen if, 
fo ift auch uny:a jede beliebige Funktion von y, fo daß man u, 


felbft dafür fegen Fann. Dies giebt aber, wenn man Wieder x 
ſtatt y fchreibt: | 


— — 
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u,= 4Bo-+B,-00s®HB,.cos 21 B,.c0s SL. 
| +A.:sin HA, -sin —— =. 


V. 4 nk 
wenn B. = — —— dx 


und A\= Zr u, Si sin X. dx iſt; 


und dieſe Formel iſt gültig von x= — a bie wx=-a hin. — 

In den Grenzen felbft, nämlich für = —a und für x—= a 

jiebt die Neihe zur Rechten jedoch nicht u_, oder ur,, fondern , 
edesmal Zur. ttu_,. Und an den Stellen, two, wegen Um 

erbrechung ber Stetigkeit, u, zwei Werthe hat, u;_o und u,+o, 

a giebt Die Reihe zur Mechten allemal die halbe Summe diefer 

eiden Werthe. 

Aus diefer V.) folgt nun aber noch (nach $. 149.) 


u,=4B,+B, cos EB B. cos EL. 
I. 2 
wenn Ba=— . cos FE.dx if; 

nd dieſe Formel gilt von x=0 infl. an, bis u xa infl. 
in. — Serner noch 

31x 


u, — A sin A, ‚Sin A, sin — 
vn. 
wenn AS fin Fre if 
nd dieſe Formel gilt von x=0 erfl. an, bis zu x=a 
ckl. Hin. 


§. 151. 


Diefe Reiben (1. — III. und V.— VIL) werden die Fou—⸗ 
ter’fchen Reihen genannt, weil Fourier zuerftihre hohe Wich⸗ 
zeeit in den Anwendungen der Mathematit auf Phyſik geltend 
macht und ihre Natur näher Eennen gelehrt hat. Man kann 

32 * 
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ſie noch mannigfach umformen, und wir wollen hier noch einige 
dieſer Umformungen mittheilen. 


Setzt man z. B. 2a ſtatt a in den Formeln VL) und 
VI), dann 5 flat w,, hernach x—=z-4a, alfo dx=ds, 
zulegt aber ſtatt f,+. wieder u,, fo erhält man fogleich, wenn 
man noch lieber x ſtatt z fchreibt 


w=4B,+B, cos —_— 79 „HB, cos —— 72 


+B, .c0S Buche) a) IT. 
4 | | 
wenn Ba = 7 A. u 9)Ux cos RB ift; 
und dieſe Zormel iſt gültig von x—=—a inkl. an big zu 
= ha inkl. bin; — ferner 


w=Ä,-sin sr ha), y,sin en * 
IX. +, EN Buch. 
wenn An= 4 Sant sin — ——— nn -dx if; 


und diefe Formel ift gültig von = —a wi an bis zu 
x — ta efl. hin. “ 


Weil aber 
cos et a) _ — cos (= ur) = — (rc = 


. Zun(x—-a . . UNX 
sın ee) = sın c bir) — (—1)#. sin, 
und 


05 Zt + zo + a) — —S 


sin 


(20 I)xx 
2a 


—E— — Ayuco tz 


ift, fo erhält man noch, wenn von den vorliegenden Reihen 
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VIIL) und IX.) die geraden Glieder von ben ungeraben abge 
fondert werden: 


w,= 4B.--B,-cos = +B,:cos = LB,.cos ae ... 


AK ,_ INK . Hr 
. 4+Bısingc+Besin + Be sin + 
wenn Bar = Sun mtr cos di 
1. , (+1 
und Bun if zuan Te u; 


> 
und, biefe Formel gilt von <= —a an inkl. bis zu x — ta 
inkl. bin; ferner 

u = A,sin TA, sin Eh A sin Eh 


HA.:006 Et Arco EA 000 he 

xl. | 
_1 ATX 

wenn Ayuı = [. u.· sin —— 





und Ayun= —* 2V cos Gr De dx iſt; 


welche Sormel gilt von xz=—a afl. an bis u x—=—a 
exkl. hin. 0 

Anmerkung Mir bürfen ung jedoch hier in weiteres 
Detail nicht einlaffen. Wer von diefem neuen Gebiete der Ana⸗ 
lyſis noch mehr Eennen lernen will, und befonders die fruchtba⸗ 
ren Anwendungen biefer Reihen, den verweiſen wir nicht bloß 


auf des Verfaſſers „Lehrbuch der Mechanik“ te TH. Anhang. ' 


Berlin 1837, und Zier Theil Kap. XV. fondern in's Beſondere 
auf die „theorie de la.chaleur par Fourier”; à Paris 1822. 


5 (worin Fourier zuerſt feine wichtigen Unterfuchungen und Reſul⸗ 
tate umfangreicher mitgetheilt Hat), fo tie noch auf Die „theorie 


mathematique de la chaleur” par Poisson; à Paris 1835. _ 
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